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Preface

内容是电动力学知识梳理，我预计会侧重后面几篇（maybe⋯）。
之所以我的标题都是英文是因为目录不支持中文⋯emm 有点怪不过也合理，毕竟

我用的是 Texpad 里面的 CJK 这种古董（但是谁叫他能实时编译呢嘿嘿）
这篇梳理也是我自己复习的时候写的笔记，你可能会发现有些东西明明看起来很

trivial 但是我还是推导了，这可能是因为我快忘了，想推一遍加深一下记忆 (bushi)，
也许他能给我们带来一些启发，而一些比较复杂的内容我却没推导，可能是他们的推

导过程很复杂，是因为我懒得推 (bushi)，其实是我们也许不需要去真的做这个事情，
而他们的物理图像会更深入人心。

这篇笔记的电子版我会上传到百度网盘，和我的知识星球（可以用小程序下载 pdf
感觉会比较方便我也是刚发现还有这种东西，二维码在最后）。

因为事情也是比较多，可能会有一些 typo，发现的朋友也可以在公众号私聊我，或
者加我的微信（PhysicsDuck），我也是发现最近有很多不认识的朋友关注了我的公众
号，如果大家有什么想要交流的可以随时通过这些办法给我发消息！谢谢大家的关注

嘿嘿

就先写到这里啦～如果快的话一周能更两次（也许吧）剩下的等想到想说的再写吧

哈哈哈哈！

PhyDuck
November 2022
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Static Fields
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Chapter 1

Electrostatics

1.1 Coulomb’s law

库伦定律指出两个带电物体之间的受力遵循

F =
q1q2

|r|2
r̂ (1.1)

其中 r = r1 − r2 表示两个点电荷之间的间隔矢量, 如果考虑一个在场点 r 试探电荷

q 与在 r′ 的静止的场源电荷 Q 的作用，试探电荷受力为

F =
Qq

|r|2
r̂ (1.2)

这里的 r = r − r′ 从源点 r′ 指向场点。

1.2 Electric Field

在孤立点电荷的公式中，我们可以发现一个不变量，在场点 r 处，试探电荷所受

到的力仅与其电荷 q 有关，于是可以定义

E(r) =
F

q
=

Q

|r|2
r̂ (1.3)

这个量只与空间坐标 r 有关（场源电荷确定的情况下），可以表征一个孤立点电荷产

生的场在空间中的属性，定义其电场强度。

2



CHAPTER 1. ELECTROSTATICS 3

可以证明，电场强度服从叠加原理

E(r) =
∑
i

Qi

|ri|2
r̂i (1.4)

在电荷连续分布时，求和可以写成积分

∑
i

Qi =

ˆ
λdl =

ˆ
σdS =

ˆ
ρdV (1.5)

1.3 Properties of Electric Field

亥姆霍兹定理告诉我们，任一矢量场由它的散度、旋度和边界条件唯一确定，通过

解微分方程，代入边值条件我们就可以得到场的信息。所以在研究一个矢量场的时候，

知道其散度和旋度是有意义的。

1.3.1 Divergence

电场的散度可以由矢量场的高斯定理得到：

˚
∇ ·EdV =

‹
E · dS =

∑ Qin

ϵ0
=

˚
ρ

ϵ0
dV (1.6)

所以

∇ ·E =
ρ

ϵ0
(1.7)

1.3.2 Curl

同样的，通过 Stokes 定理可以得到
¨

∇×E · dS =

˛
E · dl = 0 (1.8)

于是

∇×E = 0 (1.9)

1.4 Potential

由于 ∇×E = 0，而梯度场是无旋的，因此定义

E = −∇V (1.10)



CHAPTER 1. ELECTROSTATICS 4

V 被称为电势，可以将 (1.10) 写作积分形式，即

V (ra)− V (rb) =

ˆ rb

ra

E · dl (1.11)

由于 (1.8) 的后式，这个积分不依赖于路径（注意一般的线积分是依赖于始末点和路径
的）。由于场才是唯一的、实在的，所以电势的选择具有一定任意性（你可以在 1.10 的
V 的基础上加上一个常数或标量，电场仍然不变）。你可以选择一个电势零点（如果你
的电荷在无穷远处没有分布，通常可以选择无穷远点），这样

V (r) =

ˆ ∞

r

E · dl (1.12)

1.4.1 Poisson Equation

将 (1.10) 式带入 (1.7) 式，可以得到泊松方程：

∇2V = − ρ

ϵ0
(1.13)

这个关于势的方程结合了场的散度与旋度的性质，所以解静电场问题时，使用 (1.13)
式加以边界条件即可求出静电场的标量势，进而可以求出静电场的场强。（当然很多时

候，在有某种对称性的前提下，使用 Gauss 定理积分会简单的多）
泊松方程的解是：

V =
1

4πϵ0

∑ qi
ri

(1.14)

同样的，可以应用式 (1.5) 将连续分布的电荷转化为积分。

1.5 Boundary Condition

研究场的边界条件是有助于解决某些问题的（比如导体），首先考虑垂直于界面的

电场变化：
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(a) 垂直方向 (b) 平行方向

Figure 1.1: 边界条件示意图

如1.1(a)所示，在边界某处做一高 ϵ → 0, 底面积 A 也很小（为了研究垂直方向的
电场变化，这个尺度内 σ 应几乎没有变化）的立方体高斯面，由高斯定律

E⊥
aboveA− E⊥

belowA =
σA

ϵ0
(1.15)

即

�E⊥ =
σ

ϵ0
(1.16)

接着考虑平行于界面方向的电场，如1.1(b)所示，作矩形回路积分，注意同样的有
ϵ≪ l ≪ 1

E
∥
abovel − E

∥
belowl = 0 (1.17)

即

E
∥
above = E

∥
below or ∆E∥ = 0 (1.18)

综合 (1.16) 和 (1.18)，可以给出电矢量的边界条件

∆E =
σ

ϵ0
n̂ (1.19)

考虑到 E = −∇V 与 V =
´
E · dl，所以

∆V =

ˆ ϵ
2

− ϵ
2

E · dl ϵ→0==== 0 (1.20)

∂Vabove

∂n
− ∂Vbelow

∂n
= − 1

ϵ0
σ (1.21)



CHAPTER 1. ELECTROSTATICS 6

1.6 Energy

在考虑完场的性质后，下一个值得思考的问题是这个场携带的能量有多少。电场所

带的能量是在一个什么都没有（在实际计算中是从只存在一个点电荷出发，由于一个

点电荷的自能会是无穷大）的空间创造出某一电荷构型所需要做的功，可以写作

W =
1

4πϵ0

∑
i

∑
j>i

qiqj
rij

=
1

2

1

4πϵ0

∑
i

∑
j ̸=i

qiqj
rij

(
1

2
是由于势能的重复计算)

=
∑
i

qiUi

(1.22)

其中，Ui 为其他所有电荷在该处产生的电势。

对于电荷连续分布的情况

W =
ϵ0
2

ˆ
全空间

E2dV (1.23)

1.7 Conductor

1.7.1 Properties

导体是一种内部有无穷多可以自由移动的电子的物体，其有如下性质

1. 静电屏蔽

由于内部存在无穷多自由电子，则对于外部给定静电场 E，内部电子会移动产生
内电场 E’ 直至与外电场抵消。

2. 内部无净体自由电荷，他们分布在导体的外表面

考虑到 ∇ ·E = ρ
ϵ0

,E = 0 所以内部无没有被抵消的体自由电荷分布，他们会分布

在导体的外表面

3. 导体是等势体

4. E 垂直于导体表面
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1.7.2 Surface Charge

由于导体内部不存在电场，且在导体表面，电场垂直于导体，由边界条件 (1.19),

Esurface =
σ

ϵ0
n̂ (1.24)

或

−∂V

∂n
ϵ0 = σsurface (1.25)

1.8 Electric Field in Matter

1.8.1 Polarization of Dielectrics

在真空中的静电学的基础上，我们可以探究静电场在介质（绝缘体）中的性质。

与导体不同，绝缘体内并没有（有限）个可以自由移动的电子，介质中每个分子可

以抽象为一个电偶极子，有偶极矩

p = qd (1.26)

d 是从负电荷指向正电荷的矢量，其在电场作用下，质心位置不变，而 p 会发生一个

转动，转向与电场方向相同。这将产生一个累积效应：在介质中所有的偶极子均指向

电场的方向，等效起来就像只有垂直于电场线的边界面上分布着正、负的束缚电荷，

这也是面束缚电荷的产生原因。我画了一张图，也许能直观的说明这个问题。

 

Figure 1.2: 电介质的极化

对于这样一个被极化的介质，我们可以用

P (r′) =

∑
p

dτ (1.27)

来表示极化强度，如上图的情形，在极化后等效为一个大的电偶极子，带电量为边界
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上总束缚电荷，假设其厚度为 t，长度（横着）为 a，宽度（竖着）为 b

PV =
∑

p = σbat× bn̂ (1.28)

由于 V = abt，于是在这个极化的图像中

P · n̂ = σb (1.29)

n̂ 为面的法向量。

当然，这个图像意味着均匀极化，非均匀极化会导致一个体束缚电荷密度。一个典

型的非均匀极化如下图

Figure 1.3: 电介质的非均匀极化

我们假设在某一个小区域内累积着一些负电荷，而其对应的正电荷分布在了这个

区域外，为了方便，我们假设这些电荷延球面分布是均匀的，由于面内和面外的总电

荷量相同（因为电偶极子总是成对出现），我们可以得到：

˚
V
ρbdτ = −

‹
S
σbdS = −

‹
S
P · n̂dS = −

‹
S
P · dS = −

˚
V
∇ · PdV (1.30)

所以在这个图像中，体束缚电荷密度可以表示为

ρb = −∇ · P (1.31)

以上我们用两个例子求出了面电荷密度和体电荷密度的表示，可以设想，他们或许

在任意极化图像中都满足，在下一小节中我们将看到这一点。
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1.8.2 Potential and Bound Charge

设极化强度

P (r′) =

∑
p

dτ (1.32)

考虑偶极子的电势（设场点距离源点较远）

Vp(r) =
1

4πϵ0

r̂ · p(r′)

r2 (1.33)

于是

V (r) =

˚
1

4πϵ0

r̂ · P (r′)

r2 dτ

=
1

4πϵ0

‹
S

P (r′)

r · dS︸ ︷︷ ︸
边界上面束缚电荷的贡献

− 1

4πϵ0

˚
Ω

∇ · P (r′)

r dV︸ ︷︷ ︸
内部体束缚电荷贡献

(1.34)

可以看出，电势存在两部分，一部分是一个面电荷密度分布产生的电势，一部分是体

电荷密度分布产生的电势，我们可以定义

σb = P · n̂

ρb = −∇ · P
(1.35)

在这里，我们就证明了前面的简单推导是正确的。有了体电荷密度的定义，我们就可

以建立有介质时的高斯定理了：

∇ ·E =
ρ

ϵ0
=

ρb + ρf
ϵ0

= − 1

ϵ0
∇ · P +

ρf
ϵ0

(1.36)

于是可以定义

D = ϵ0E + P (1.37)

有

∇ ·D = ρf (1.38)

D 的旋度不一定为 0，这依赖着你的极化强度:

∇×D = ∇× P (1.39)



CHAPTER 1. ELECTROSTATICS 10

1.8.3 Linear Dielectrics

顺便说一下，对于线性介质来说

P = ϵ0χeE (1.40)

于是

D = ϵ0(χe + 1)E = ϵ0ϵrE (1.41)

1.8.4 Boundary Condition

边界条件的导出是类似的，这里就不再写一遍了，直接给出结论

∆D⊥ = σf

∆D∥ = ∆P⊥
(1.42)



Chapter 2

Potentials

2.1 Laplace’s Equation

我们希望研究的区域经常只是没有电荷分布的空间（可能是源点产生的场在真空

或介质中的分布，如我们后面要研究的电磁波问题），此时式 (1.13) 的 Poisson 方程将
退化为 Laplace 方程：

∇2V = 0 (2.1)

Laplace 方程的若干性质对我们的求解是有帮助的。

2.1.1 Properties of Laplace’s Equation

1. Laplace 方程在某处的解可以写作其周围解的平均值

这意味着在一维情况下

V (x) =
V (x− a) + V (x+ a)

2
(2.2)

二维情况下

V (x, y) =
1

2πa

˛
V dl (2.3)

环路积分路径是以 (x, y) 为中心，半径为 a 的圆，而三维情况下

V (x, y, z)
1

4πa2

‹
V dS (2.4)

曲面积分区域是以 (x, y, z) 为中心，半径为 a 的球。

有意思的是，这个性质并不限定 a 的大小，并不需要积分路径处于邻域内。

11
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2. Laplace 方程的解不存在局域的极大或极小值，极大，极小值仅存在于边界上

这个性质可以由性质 1 得出，因为在非边界上的点的 V，都可以写作其周围的 V
的平均值，这就意味着非边界上的点需要介于边界的最大值与最小值之间（或均

相同）。

2.1.2 Uniqueness Theorems

根据偏微分方程的性质，对于不含时的微分方程，其定解问题的解将由其边界条件

来确定。所以在这一部分，我们想要解决的问题是：什么样的边界条件可以唯一地确

定 Laplace 方程的解

1. The First Uniqueness Theorem

第一唯一性定理是指，若一个区域 V 的边界 S 上的电势确定了，则这个区

域内的电势（Laplace 方程的解）将被唯一确定。

Proof. 若存在两个解 V1, V2 均对应于同一边界条件，即在区域 V 内，满足

∇2V1 = 0 , ∇2V2 = 0 (2.5)

由于线性微分方程的性质，V1 − V2 也是该区域 Laplace 方程的解

∇2(V1 − V2) = 0 (2.6)

这意味着

∇2V1 = ∇2V2 (2.7)

由于 V1 和 V2 遵循相同的边界条件，即在边界上有 V1 = V2，于是在边界上 V3 = 0，

又因为 Laplace 的极大、极小值在边界处取到，所以

V Max
3 = V min

3 = 0⇒ V3 = 0(Everywhere in region V) (2.8)

即

V1 = V2(Everywhere in region V) (2.9)

第一唯一性定理有一个推论：若一个区域 V 的边界 S 上的电势以及内部的
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电荷密度分布 ρ 确定了，则这个区域内的电势将被唯一确定。（可以通过对泊松

方程重复以上的证明来得到）

2. The Second Uniqueness Theorem

有导体存在时，我们可以引入第二唯一性定理。若一个区域 V 内部的各个导

体带电量 Qi 确定，且区域内部的电荷密度分布确定，这个区域的电场将被唯一

确定。

Figure 2.1: 第二唯一性定理

Proof. 假设 Q, ρ 有对应的两个可能的场 E1, E2，在每个导体周围（内边界），做

Gauss 面如图，由 Gauss 定理，有
‹

Si

E1 · dS =
Qi

ϵ0
,

‹
Si

E2 · dS =
Qi

ϵ0
(2.10)

在外边界上， ‹
S
E1 · dS =

Qall

ϵ0
,

‹
S
E2 · dS =

Qall

ϵ0
(2.11)

在内外边界之间存在 ρ 的区域，有

∇ ·E1 = ∇ ·E2 =
ρ

ϵ0
(2.12)

所以 E3 = E1 − E2 遵循：

‹
边界

E3 · dS = 0,∇ ·E3 = 0(边界之间) (2.13)
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考虑一个散度：∇ · V3E3

∇ · V3E3 = V3∇ ·E3 +E3 · ∇V3 (2.14)

考虑到 (2.13)，有
∇ · V3E3 = −E2

3 (2.15)

在 V 内积分：
˚

V
∇ · V3E3dV =

‹
S
V3E3 · dS =

˚
V
|E3|2dV (2.16)

考虑到内边界是导体，是等势面，外边界可以延伸到无穷远处（V=0），当然，在
有限远处由于第一唯一性定理，V1 = V2，所以 V3 = 0，又因为 E3 的闭合面积分

为 0，式 (2.13)，可以导出
˚

V
−|E3|2dV = V3

‹
S
E3 · dS = 0⇒ |E3| = 0⇒ E1 = E2 (2.17)

2.2 The Method of Images

在唯一性定理的基础上，我们可以引入镜像法来求解带有一定特殊边值条件的静

电问题。在这里就只回顾一下最基本的镜像问题（无限大平板）。

(a) Problem (b) Solution

Figure 2.2: 镜像问题示意图

如2.2(a)所示，在 (0, 0, d) 处放置一电荷量为 q 的点电荷，在 z = 0 平面有一无限

大导体板，其电势为 0，我们要求的是 z > 0 区域内的电势。直接求解这个问题有些
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困难，而第一唯一性定理告诉我们，边界条件确定时，电势就唯一确定了，受此启发，

我们可以考虑一种转换的方式：在 (0, 0,−d) 处放置一个电荷量为 −q 的点电荷，在这

两个点电荷的作用下，z = 0 平面的 V = 0，这与原问题给出了相同的边界条件，而这

个问题我们是熟悉的，其解为

V (x, y, z) =
q

4πϵ0
(
1

r+
− 1

r−
) (2.18)

2.3 Separation of Variables

在有确定边值条件（与初值条件）的偏微分方程的求解中，分离变量法是一个有力

的工具，直角坐标系的分离变量法是简单的，我打算一笔带过，这一节主要来说说球

坐标系。

2.3.1 Cartesian Coordinates

其实我一直想知道 Cartesian 为什么翻译过来是笛卡尔，在写这个标题的时候
查了一下，终于了解到原来是 René Descartes 的翻译，Cartesius 是他的拉丁名，而
Cartesian 是他的英文（写法），真是神奇哈哈
直角坐标系下的二维 Laplace 方程可以写为：

∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2
= 0 (2.19)

令 V (x, y) = X(x)Y (y)，方程转化为

X ′′Y +XY ′′ = 0 (2.20)

同除 V，可以令
X ′′

X
= −Y ′′

Y
= k2 (2.21)

这就将原来的偏微分方程转化为了两个常微分方程

X ′′ − k2X = 0 (2.22)

Y ′′ + k2Y = 0 (2.23)
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这两个微分方程的通解为

X = A sin(kx+ δ1) (2.24)

Y = Beky + Ce−ky (2.25)

于是 V 可以写成一个乘积的形式，

V = D sin(kx+ δ1)(eky + e−ky) (2.26)

当然这里还有一些系数的问题，k 的选取也很可能不是随意的，最终，你可能还需要
借助广义傅里叶级数来进行展开等等，总之，这依赖于边值条件，一个分离变量法的

完整例子我将在球坐标系中给出。

2.3.2 Spherical Coordinates

在球坐标系下的 Laplace 方程为

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂V

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2V

∂ϕ2
= 0 (2.27)

可以分为两种情况，一种是轴对称势，即 V = V (r, θ)，与 ϕ 无关，而另一种是普遍情

况，先来看轴对称势

1. 轴对称势

此时，V 与 ϕ 无关，于是 Laplace 方程改写为

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂V

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
= 0 (2.28)

分离变量，令 V (r, θ) = R(r)Θ(θ)，得到

Θ
1

r2
∂

∂r

(
r2R′)+R

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θΘ′) = 0

1

R
(2rR′ + r2R′′) +

1

Θ

1

sin θ

∂

∂θ
(sin θΘ′) = 0

(2.29)

可以令 
1
R
(2rR′ + r2R′′) = l(l + 1)

1
Θ

1
sin θ

∂
∂θ

(sin θΘ′) = −l(l + 1)
(2.30)
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对于径向方程，可以写成

R′′(r) +
2

r
R′(r)− l(l + 1)

r2
R(r) = 0 (2.31)

令 χ(r) = rR(r), 方程转化为

r2χ′′(r)− l(l + 1)χ(r) = 0 (2.32)

由于二阶导的 r2 系数，可以猜想出 χ 有 r 的幂次形式，即

χ = rS (2.33)

解得

S = −l or l + 1 (2.34)

所以通解是

R(r) = Arl +
B

rl+1
(2.35)

对于 θ 的方程，可以整理为

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
= −l(l + 1) sin θΘ (2.36)

他的解是勒让德级数（我就不解了）

Θ(θ) = Pl(cos θ) (2.37)

勒让德级数可以由罗德里格斯方程给出

Pl(x) ≡
1

2ll!

(
d
dx

)l (
x2 − 1

)l (2.38)
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他的前几项是
P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
(
3x2 − 1

)
/2

P3(x) =
(
5x3 − 3x

)
/2

P4(x) =
(
35x4 − 30x2 + 3

)
/8

P5(x) =
(
63x5 − 70x3 + 15x

)
/8

(2.39)

所以球坐标系的分离变量法给出的解是

V (r, θ) =
∞∑
l=0

(
Alr

l +
Bl

rl+1

)
Pl(cos θ) (2.40)

2. 一般情况

一般的，球坐标系下的 Laplace 方程为

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂V

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2V

∂ϕ2
= 0 (2.41)

对于这个方程，我们仍然可以重复上面的方法，令 V (r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ)，仍然

取分离变量常数 l(l+1) 此时方程转化为：

1

R

d
dr

(
r2

dR
dr

)
= − 1

sinθY

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
− 1

Y

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
= l(l + 1) (2.42)

此时径向方程的解仍然为

R(r) = Arl +
B

rl+1
(2.43)

对 Y (θ, ϕ) 进一步分离变量：令 Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ)，于是得到

sin θ

Θ
(cos θΘ′ + sin θΘ′′) + l(l + 1) sin2 θ +

1

Φ
Φ′′ = 0 (2.44)

令分离变量常数为 m2, 做换元 x = cos θ 得到以下两常微分方程

d2Φ

dϕ2
+m2Φ = 0 (2.45)

(
1− x2

) d2Θ

dx2
− 2x

dΘ
dx+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
Θ = 0 (2.46)
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(2.45) 的解是简单的：
Φm = Ceimϕ (2.47)

而 (2.46) 为连带勒让德方程，与 (2.36) 的勒让德方程相比，其多出一个系数 m，
如果仔细对比，可以发现勒让德方程求导 m 次就是连带勒让德方程，他的解是连
带勒让德级数

Θlm = DPm
l (cos θ) (2.48)

于是

Ylm (θ, φ) = EPlm (cos θ) eimφ,m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l (2.49)

，这实际上是球谐函数（在量子力学中还应当归一化，电动力学中也需要根据边

界条件来确定系数）最终，一般情况的球坐标系下的 Laplace 方程解为

V (r, θ, ϕ) =
∑
l

[(
Arl +

B

rl+1

)∑
m

Ylm(θ, ϕ)

]
(2.50)

下面来看一个书上的例题：在一匀强电场中放置一金属球，求金属球外的电势。

很显然，这里的场和电势都是关于 z 轴对称的，我们可以利用式 (2.40) 来求解，现

在唯一需要做的是找到边值条件来确定 A,B 和我们需要 Pl(cos θ) 的哪些项。
导体球是一个等势体，我们可以令其势能为 0，即 V (R, θ, ϕ) = 0。另一方面，在

z = 0 平面附近，电场线实际上是与 z = 0 面垂直的，这就导致了 z = 0 面也是个等势

面，而在远处，诱导电荷产生的场的作用很微弱，可以认为电场线平行于 z 轴，是一
个匀强电场，所以

V (r, θ) = −Er cos θ(r ≫ R) (2.51)
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将这两个边界条件分别代入 (2.40), 首先考虑 r=R 时电势为 0，即

0 =
∞∑
l=0

(
AlR

l +
Bl

Rl+1

)
Pl(cos θ) (2.52)

由于 Pl(cos θ) 是不等于 0 的，只能要求

AlR
l = − Bl

Rl+1
(2.53)

即

Bl = −AlR
2l+1 (2.54)

整理为

V (r, θ) =
∞∑
l=0

(
Alr

l − Al
R2l+1

rl+1

)
Pl(cos θ) (2.55)

考虑到 V (r, θ) = −Er cos θ(r ≫ R)，方程可以写为

−Er cos θ =
∞∑
l=0

(
Alr

l − Al
R2l+1

rl+1

)
Pl(cos θ) (2.56)

考虑到左边只有 cosx 一次方项，结合 P0(cosx) = 1, P1(cosx) = cosx, P2(cosx) =

1
2
(3 cos2 x− 1)，我们需要的应当是 P1(cosx), 将 l=1 代入，有

−Er cos θ =

(
A1r − A1

R3

r2

)
cos θ r≫R==== A1r cos θ (2.57)

所以可以得到 A1 = −E 将上面的结果代入 (2.55)，可以得到金属球外的电势

V (r, θ) = E

(
R3

r2
− r

)
cos θ (2.58)

进一步，我们还可以求得感应电荷，借助我们在导体部分得到的式 (1.25)，即

σ = −ϵ0
∂V

∂n
(2.59)

在这个问题中，

σ = −ϵ0
∂V

∂r

∣∣∣∣
r=R

= −ϵ0E(−2− 1) cos θ

= 3ϵ0E cos θ

(2.60)
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2.4 Multipole Expansion

我们在第一章中就给出场点的电势：

V (r) =
1

4πϵ0

˚
V

ρ(r′)

ri
dτ ′ (2.61)

多级展开给了我们一种距离源点较远处的电势近似方法，在 r ≫ r′ 时，

1

r =
1

r

∞∑
n=0

(
r′

r

)n

Pn(cosα) (2.62)

于是

V (r) =
1

4πϵ0

∞∑
n=0

1

r(n+1)

ˆ
(r′)

n
Pn(cosα)ρ (r′) dτ ′, (2.63)

也可以一项一项把这个求和分开：

V (r) =
1

4πϵ0

[
1

r

ˆ
ρ (r′) dτ ′ +

1

r2

ˆ
r′ cosαρ (r′) dτ ′ + · · ·

]
(2.64)

首先看第一项

V单(r) =
1

4πϵ0

Q

r
(2.65)

其中，Q =
´
ρ (r′) dτ ′，所以事实上，第一项是电单级项，即等效为所有电荷集中在一

个点所构成的点电荷产生的场，第二项是偶极项

V偶(r) =
1

4πϵ0

1

r2

ˆ
r′ cosαρ (r′) dτ ′

=
1

4πϵ0

1

r2

ˆ
r̂ · r′ρ (r′) dτ ′

(2.66)

事实上，r̂ 与 r′ 无关，可以提到积分外面去，而
´
r′ρ (r′) dτ ′ = p 是整个构型的电偶

极矩，所以

V (r)偶 =
1

4πϵ0

r̂ · p
r2

(2.67)
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是电偶极子产生的电势，类似的，第三项是电四极子产生的电势... 总之，多级展开告
诉我们，在一个电荷构型的远处，电势等效为电荷量集中在一点的点电荷形成的电势

（这体现了电荷值）再加上多级子的拟合（这体现了电荷分布的几何结构）。



Chapter 3

Magnetostatics

3.1 Lorentz Force Law

洛伦兹力指出，对于一个在磁场中以速度 v 运动的带电量为 q 的电荷，其会受到

磁场力

Fmag = qv ×B (3.1)

当然，对于连续分布的电荷，有

Fmag =

ˆ
v ×Bdq

=

ˆ
λv ×Bdl

(3.2)

实际上

I l̂ =
dql̂
dt =

λdl
dt = λv (3.3)

l 为电流流经的方向，所以

Fmag =

ˆ
Idl×B (3.4)

这也被称为安培力。在这里，顺便讨论几种电流密度：首先是面电流密度，面电荷密

度的物理图像如下，其描绘的是在二维平面上流过的电流在垂直于流动方向的密度

Figure 3.1: 面电荷密度

23
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K =
dI l̂∥
dl⊥

=
σdS l̂∥
dl⊥dt =

σdl∥dl⊥
dl⊥dt = σv (3.5)

体电荷密度：

Figure 3.2: 体电荷密度

J =
dI l̂∥
dS⊥

=
ρdS⊥dl∥
dS⊥dt = ρv (3.6)

电流满足连续性方程： ˚
∇ · JdV =

‹
J · dS (3.7)

而电流体密度的通量就是这个面包围的电流的净流出量，所以

‹
J · dS = −I净流出 = −dq

dt = −
˚

∂ρ

∂t
dV (3.8)

结合 (3.7),(3.8), 可以得到电流的连续性方程

∇ · J = −∂ρ

∂t
(3.9)

对于恒稳电流，其电流强度不随时间变化，则相应的，电流密度与电荷密度也不随时

间变化，这就导致

∇ · J = −∂ρ

∂t
= 0 (3.10)

3.2 Biot-Savart Law

比奥-萨法尔定律是针对于恒稳电流的，其给出：一个恒稳电流元，会在空间中产
生磁场，大小为

dB =
µ0

4π

Idl× r̂
r2 (3.11)
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同时可以给出他的积分形式

B =
µ0

4π
I

ˆ dl× r̂
r2 =

µ0

4π

¨
K × r̂

r2 dS =
µ0

4π

˚
J × r̂

r2 dV (3.12)

3.3 Properties of Magnetic Field

3.3.1 Divergence

磁场的散度可以通过对 (3.12) 求散度并利用矢量微分公式 (推导可以见我的四元数
讲义，那里给出了一个较优雅的推导方法)

∇ ·
(
J ×

r̂
r2

)
=

r̂
r2 · (∇× J)− J ·

(
∇×

r̂
r2

)
︸ ︷︷ ︸

=0

(3.13)

而由于 ∇ 是对场点求微分，但 J 仅是源点的函数，所以 ∇× J = 0，于是

∇ ·B = 0 (3.14)

3.3.2 Curl

磁场的旋度同样也是对比奥-萨法尔定律求旋度得到的：

∇×B = µ0J (3.15)

其积分形式： ˛
B · dl = µ0Iin (3.16)

3.4 The Vector Potential of Magnetic Field

与根据静电场的散度为 0 而引入标量势相似，对于静磁场，其旋度为 0，因此，我
们可以引入矢量势。

由于 ∇ ·B = 0，而根据矢量分析，旋度场是无源的，即 ∇ · (∇×A) = 0，所以

可以引入

B = ∇×A (3.17)

A 被称为静磁场的矢势。与静电场一样，A 的选择也是有任意性的，可以在 A 的基

础上加上任意的无旋量，得到的场强不变。但我们可以选择一种简便的取法，来让问
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题得到简化。

首先考虑磁场的旋度：

∇×B = µ0J ⇒∇× (∇×A) = µ0J (3.18)

而

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A (3.19)

一个简化的方法是令 ∇ ·A = 0（Coulomb 规范），此时

∇× (∇×A) = −∇2A⇒ ∇2A = −µ0J (3.20)

这个形式仍然是 Poisson 方程，可以推断在 Coulomb 规范下的矢势形式为

A =
µ0

4π

˚
J

rdV ′ (3.21)

同样的，可以类似 (3.12)，来给出其他形式的电流分布情况的解。

3.5 Boundary Condition

通过 B 的散度与旋度，可以得到磁场的边界条件∇ ·B = 0

∇×B = µ0J
⇒

∆B⊥ = 0

∆B∥ = µ0K × n̂
or ∆B = µ0K × n̂ (3.22)

证明方式与电场的边界条件一样。

也可以求出 A 的边界条件∇ ·A = 0

∇×A = B
⇒

∆A⊥ = 0

∆A∥ = 0(无穷小积分为 0)
or ∆A = 0 (3.23)

3.6 Magnetic Field in Matter

下面来研究在介质中的磁场。在介质中，根据介质对外磁场的响应可以将介质分

为：顺磁性，抗磁性，铁磁性。
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3.6.1 Paramagnetism

顺磁性是指，在外磁场作用下，介质被磁化的结果是加强外磁场。顺磁性的来源是

原子的磁矩（这个过程事实上自旋和轨道磁矩都参与了作用，我个人认为 Griffiths 的
书上把顺磁性归结于自旋磁矩而把抗磁性归结于轨道磁矩有一定的误导性，实际上自

旋和轨道磁矩都有作用），在外加磁场下，磁矩方向倾向于向着磁场方向排列（可以想

像一磁偶极子，即小环形电流，在外磁场下会倾向于指向外磁场的方向）。

Figure 3.3: 顺磁性

3.6.2 Diamagnetism

外磁场对电子轨道的作用形成了抗磁性。

Figure 3.4: 抗磁性

如图，在不加外磁场时，电子由于库伦作用绕轨道运动，遵循

1

4πϵ0

e2

R2
= m

v2

R
(3.24)

其会产生一轨道磁矩

m = −ISẑ = − ev

2πR
πR2ẑ = −1

2
evRẑ (3.25)

假设电子轨道半径是固定的，若在 −ẑ 方向加一磁场 B（这里之所以与书上相反

是因为考虑到轨道磁矩在外磁场的变化下会转到与外磁场同向），电子还会受到洛伦兹
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力的作用，此时
1

4πϵ0

e2

R2
− eṽB = m

ṽ2

R
(3.26)

比较可得 ṽ < v，也就是在磁场作用下，电子运动减速。由 (3.25)，|m̃| < |m|，轨道
磁矩减小，即磁矩相当于有一个向上的变化，这将产生一个向上的磁场，这个磁场与

外磁场叠加就会削弱外磁场（因为方向相反），产生抗磁性。

3.6.3 Conclusion of Magnetism

根据上面的讨论，我们不难发现，抗磁性实际上是各种原子都有的，因为无论什么

方向的轨道磁矩，在外场的作用下都有一定的削弱作用，但抗磁矩是较为微弱的，顺

磁矩的强度会强一些。所以只有在满壳层的原子中，我们才能观察到抗磁矩。（这种情

况下，自旋与轨道角动量均为 0，即 L = S = 0）

3.6.4 Potential

我们已经知道了介质在磁场中会被磁化，并且明白了磁化的一个经典解释，现在的

问题是，如果给定了一个磁化强度M =
∑

m
dτ ，他会产生一个什么样的势呢？

一个磁偶极子的矢势为

A(r) =
µ0

4π

m(r′)× r̂
r2 (3.27)

和处理电极化问题一样，在这里，为了得到总体的矢势，要对其做积分

A(r) =
µ0

4π

˚
M(r′)× r̂

r2 dτ ′

=
µ0

4π

˚
M(r′)×∇′ 1

rdτ ′

=
µ0

4π

(˚ ∇×M

r dτ ′ +
‹

M

r × dS
)

=
µ0

4π

(˚ ∇×M

r dτ ′ +
‹

M

r × n̂dS
)

(3.28)

与电介质一样，该式第一项看起来像体束缚电流密度对矢量势的贡献，而第二项看起

来像表面的面束缚电流密度的贡献，所以

∇×M = Jb , M × n̂ = Kb (3.29)
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3.6.5 The Auxiliary Field

在介质中安培定律需要改写为

∇×B = µ0(Jb + Jf ) (3.30)

而 (3.29) 给出了 Jb 的形式，代入有

∇×
(
B

µ0

−M

)
= Jf (3.31)

可以定义一个辅助场

H =
B

µ0

−M (3.32)

这会将介质中的安培定律简化为

∇×H = Jf (3.33)

3.6.6 Linear Media

在线性介质中，磁化率可以写作辅助场的正比

M = χmH (3.34)

代入 (3.32)
B = µ0(1 + χm)H (3.35)

可以定义 1 + χm = µr，这样在线性介质中

B = µ0µrH (3.36)

3.6.7 Boundary Condition

在介质中，场的散度和旋度为∇ ·B = 0

∇×H = Jf

(3.37)
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同样的，在边界做闭合曲面积分和环路积分，可以得到介质中的边界条件∆H⊥ = −∆M⊥

∆H∥ = Kf × n̂
(3.38)



Part II

Electrodynamics

31



Chapter 4

Electrodynamics

4.1 Ohm’s Law and Electromotive Force

我们已经知道，在电流周围会产生磁场，那么接下来的问题是：什么产生了电流？

要知道，电流是电子受力流动的结果，所以一个简单的近似就是令电流密度

J = σf (4.1)

其中比例系数 σ 被定义为电导率，f 是单位电荷的受力，在这里，我们考虑电荷受电

磁力的作用

J = σ(E + v ×B) (4.2)

由于电子的有效速度 v 一般较小，可以不考虑洛伦兹力的作用，则

J = σE (4.3)

这就是欧姆定律，对于金属等电导率很大 (∼ 108) 的物体，只需要很小的电场就可以
得到有限的电流啦。欧姆定律的一个比较耳熟能详的形式是宏观形式：

J =
I

S
= σE = σ

U

l
⇒ U = I

l

Sσ
= I

ρl

S
= IR (4.4)

所以欧姆定律告诉我们，在导线中的电流，一般是电场力驱动的，但可以想象，在这

个电场的作用下，正负电荷很快就会累积在这个电场的两端来抵消这个电场，而在恒

稳电流中什么维持了这个电场呢？

很显然，依靠静电力是做不到的，对于静电场，有
¸
E · dl = 0 所以一个电子在静

电场中环绕一圈时，静电场做的功为 0，如果存在用电器，电场的能量会很快的被消

32
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耗掉，这个电路是稳定不了的，所以形成电流是需要依靠电源中的非静电力 fs(在电源
中，同时存在 f = fs +E)，实际上在这里非静电力不是力的量纲，而是单位电荷感受
到的非静电力，是场的量纲。可以定义电动势

ϵ =

˛
f · dl =

˛
fs · dl =

∑
i

ˆ
fs · dli(对每个电源求和) (4.5)

所以对于某个理想电源内，

ϵ =

ˆ
fs · dl = −

ˆ
E · dl = V (4.6)

我们可以看到，实际上，非静电力为电源两端提供了一个电势差，这个稳定的电势差

形成了一个匀强电场，来形成电流。

4.2 Faraday’s Law

法拉第通过实验总结出：穿过一个回路中的磁通量变化时，会产生电动势，其大小

为：

ϵ = −∂ϕ

∂t
= − ∂

∂t

¨
B · dS (4.7)

根据磁通量的变化方式，可以分为动生电动势和感生电动势。动生电动势是指穿过回

路的磁场强度不变，但穿过回路的面积发生了变化，此时

ϵ
匀强磁场====== −B · ∂S

∂t

方形回路====== Blv (4.8)

感生电动势是指，磁场强度发生了变化而面积不变，此时

ϵ = −
¨

∂B

∂t
· dS (4.9)

法拉第认为，变化的磁场实际上是通过产生感生电场作为非静电力来产生的感生电动

势，即

ϵ = −
¨

∂B

∂t
· dS =

˛
E · dl (4.10)

上式被称为法拉第定律，由此可以看到，感生电场的回路积分不为 0，感生电场是有
旋无源场。应用 Stokes 定律，可以得到 (4.10) 的微分形式：

∇×E = −∂B

∂t
(4.11)
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4.3 Maxwell Equations

4.3.1 Maxwell Equations in Vacuum

现在，我们可以整理一下在目前为止电磁场中的四个微分方程：

∇ ·E = ρ
ϵ0

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×B = µ0J

(4.12)

但你可能会发现，这个方程存在不自洽！对第四式两边同时求散度, 有

∇ · (∇×B) = µ0∇ · J (4.13)

注意到旋度场是无源的, 所以上式左边为 0, 这就要求

µ0∇ · J = 0 (4.14)

但 Maxwell 方程组推导的一个必要条件是电流连续性方程

∇ · J = −∂ρ

∂t
(4.15)

在含时情况下, 一般不要求 ∂ρ
∂t
为 0, 所以这个方程组并不自洽. (4.13) 中左边一定为 0,

所以为了让右边也为 0, 需要在 (4.12) 第四式右边增加一个量, 使其散度为 µ0
∂ρ
∂t

.
这是容易的, 注意到 Maxwell 方程组的方程一右边有 ρ, 将其对 t 求导

∇ · ∂E
∂t

=
1

ϵ0

∂ρ

∂t
(4.16)

于是可以令第四式改写为

∇×B = µ0J + µ0ϵ0
∂E

∂t
(4.17)

可以看出,ϵ0 ∂E∂t 有电流密度的量纲, 称为位移电流密度。事实上，这也指出变化的电场
是可以产生磁场的
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至此,Maxwell 方程组完全自洽,1862 年 Maxwell 提出了以他名字命名的方程组

∇ ·E = ρ
ϵ0

Gauss’s law

∇×E = −∂B
∂t

Faraday’s law

∇ ·B = 0

∇×B = µ0J + µ0ϵ0
∂E
∂t

Ampere’s law with Maxwell’s correction

(4.18)

即真空中的 Maxwell 方程组。

4.3.2 Maxwell Equations in Matter

下面来考虑介质中的情况。

在静场中，我们已经推出了 −∇·P = ρb,∇×M = Jb，但在动场情况下，电极化

强度 P 可能会随时间变化，这会引起电荷密度的变化而引起电流 Jp。

如上图，考虑一个简单的情况，由 (1.30) 可得 σb = P，此时若 P = P (t)，则

σb = σb(t)，在这个小区域内会产生电流

dI =
∂σ

∂t
da⊥ =

∂P

∂t
da⊥ (4.19)

所以变化的电极化强度会在自由电流和束缚电流之外，形成 Jp：

Jp =
∂P

∂t
(4.20)

求散度：

∇ · Jp =
∂

∂t
∇ · P = −∂ρb

∂t
(4.21)

所以在动场情况下，介质中存在两种电荷：自由电荷、束缚电荷；三种电流：自由电

流、束缚电流与 Jp。考虑 Gauss 定理：

∇ ·E =
ρf + ρb

ϵ0
(4.22)
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仍然有

∇ ·D = ρf (D = ϵ0E + P ) (4.23)

Ampere 定理：

∇×B = µ0(Jf + J b + Jp + ϵ0
∂E

∂t
) = µ0(Jf +∇×M +

∂(ϵ0E + P )

∂t
) (4.24)

所以

∇×
(
B

µ0

−M

)
= ∇×H = Jf +

∂D

∂t
(4.25)

由此，我们可以整理出介质中的 Maxwell 方程组：

∇ ·D = ρf

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×H = Jf + ∂D
∂t

(4.26)

4.4 Boundary Condition

又到了一章的最后，按照“惯例”，我们来给出边界条件：



∇ ·D = ρf

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×H = Jf + ∂D
∂t

⇒



∆D⊥ = σf

∆E∥ = 0

∆B⊥ = 0

∆H∥ = Kf × n̂

(4.27)

而对于线性介质，在没有自由电荷和自由电流分布的区域，边界条件会变得简单

ϵ1E1
⊥ = ϵ2E2

⊥

E1
∥ = E2

∥

B1
⊥ = B2

⊥

B1
∥

µ1
= B2

∥

µ2

(4.28)
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Conservation Laws

在这一章里，我们来考虑电动力学中的守恒律：电荷守恒、能量守恒、动量守恒、

角动量守恒。

5.1 Conservation of Charge

广义的电荷守恒是指在整个宇宙范围内，电荷不会增加也不会减少，他将保持为一

个不变量，而局域的电荷守恒是指在某一区域内电荷的增加或减少是电荷流入这个区

域或从这个区域流出造成的，即电荷不会凭空的产生或湮灭，这其实就是电荷的连续

性方程：

∇ · J = −∂ρ

∂t
(5.1)

5.2 Conservation of Energy

电磁场的能量也应该是守恒的，为此，我们考虑电磁场对一个电荷的做功：

dW = qE · dl = qE · vdt (5.2)

所以电磁场做功的功率为：

dW
dt = qE · v =

˚
ρE · vdτ =

˚
E · Jdτ (5.3)

根据 Maxwell 方程组，
J =

1

µ0

∇×B − ϵ0
∂E

∂t
(5.4)

37
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E · J =
1

µ0

E ·∇×B − ϵ0E ·
∂E

∂t

=
1

µ0

(−∇ · (E ×B) +B ·∇×E)− ϵ0
2

∂E2

∂t

=
1

µ0

(−∇ · (E ×B)−B · ∂B
∂t

)− ϵ0
2

∂E2

∂t

= − 1

µ0

∇ · (E ×B)− ∂ωem

∂t

(5.5)

其中，ωem = ϵ0E2

2
+ B2

2µ0
是电磁场的能量密度，于是

dW
dt = − 1

µ0

‹
(E ×B) · da−

˚
∂ωem

∂t
dτ (5.6)

定义玻印廷矢量

S =
1

µ0

E ×B (5.7)

于是
dW
dt = −

‹
S · da−

˚
∂ωem

∂t
dτ (5.8)

(5.6) 或 (5.8) 也被称为玻印廷定理，这表示电磁场对电荷的做功体现在其空间内部剩
余电磁场能量的减少以及能量从边界上的流失，由于这个原因，也可以叫 S 为电磁场

的能流密度。

当然，电磁场对电荷做功会改变电荷的机械能，使用 ωmesh 表示机械能密度，(5.8)
还可以写作

∂

∂t

˚
(ωmesh + ωem)dτ = −

‹
S · da (5.9)

应用 Gauss 公式，可以得到微分形式：

∇ · S = − ∂

∂t
(ωmesh + ωem) (5.10)

这与电荷连续性方程有类似的形式.

5.3 Conservation of Momentum

电磁场不仅携带能量，还可以携带动量，电磁场的动量密度为

Pem = ϵ0E ×B (5.11)



CHAPTER 5. CONSERVATION LAWS 39

动量守恒：
∂

∂t
(Pem + Pmesh) = ∇ ·

←→
T (5.12)

←→
T 是麦克斯韦应力张量，而 −

←→
T 是动量流密度，这样 (5.12) 就与电荷守恒、能量守

恒有着相同的形式了。

5.4 Angular Momentum

由于在经典力学中，l = r × p，所以电磁场的角动量密度

Lem = r ×Pem = ϵ0r × (E ×B) (5.13)



Chapter 6

Electromagnetic Waves

6.1 Mechanical Waves

6.1.1 The Wave Equation

波动是指一个扰动在介质中以某一速度的传播，其方程满足

f(z, t) = f(z − vt, 0) = g(z − vt) (6.1)

其中 v 是扰动在介质中传输的速度。为了得到一般的波动方程，我们来研究扰动在一

均匀弦上的传播。将弦的两端固定，在某一处将其拉起而偏离平衡位置，如下图

Figure 6.1: 弦的扰动

f 表示其偏离平衡位置的位移。假定其 f 很小，且弦只在上下振动而不发生左右

40
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平移，则对于这一小段弦，根据牛顿第二定律，有

F = ma

T (sin θ′ − sin θ) = µ∆z
∂2f

∂t2

T (
∂f

∂z z+∆z
− ∂f

∂z z
)/∆z = µ

∂2f

∂t2

∂2f

∂z2
=

µ

T

∂2f

∂t2

v=
√

T
µ====== 1

v2
∂2f

∂t2

(6.2)

这就是一般的波动方程，其满足性质：

f(z, t) = g(z − vt) (6.3)

所以在这个意义上

v =
T

µ
(6.4)

可以被理解为波在这一介质中传播的速度。

6.1.2 Sinusoidal Waves

在有周期性的波中，正弦波可以说是最简单的一类波，任何周期波都可以用正弦波

来展开，所以研究正弦波的一些性质是有意义的。

Figure 6.2: 正弦波图像

正弦波（当然这里是一个余弦函数，不过也没什么问题）可以定义为

f(z, t) = A cos[k(z − vt) + δ] (6.5)

其中 A 为振幅、k = 2π
λ
为波数，体现其空间周期性、δ 为初相位、v 为波速，所以

kv =
2π

λ
v =

2π

T
= ω (6.6)
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体现其时间周期性。所以你也可以把正弦波写成

f(z, t) = A cos(kz − ωt+ δ) (6.7)

以上形式描述了一个向 z 的正半轴传播的正弦波，如果你要研究的波是有同样样式的、
向 z 轴负半轴传播的波，你需要在时间因子（这意味着 f = g(z + vt)）和初相位（这

意味着初相位体现在了 z 的正半轴）上加一个负号

f(z, t) = A cos(kz + ωt− δ) (6.8)

Figure 6.3: 反向传播的正弦波

根据余弦函数的性质，也可以改写为

f(z, t) = A cos(−kz − ωt+ δ) (6.9)

与式 (6.7) 对比，为了得到一个传输方向相反，其他特性不变的波，你只需要在空间因

子上加一个负号（这在数学形式上变得简便了一些，但是并没有物理意义）。

当然，除了常规的三角函数表示法，利用欧拉公式 eiθ = cos θ+ i sin θ，还可以将正

弦波函数改写为指数形式

f(z, t) = Re[Aei(kz−ωt+δ)] = Re[Aeiδei(kz−ωt)] = Re[Ãei(kz−ωt)] = Re[f̃(z, t)]. (6.10)

6.1.3 Reflection and Transmission

有了波函数（其实我不知道应不应该叫他波函数，波函数貌似是量子力学中的术

语，如果有知道的朋友可以告诉我），我们可以来研究波动在不同介质中的传播性质。

考虑一个波从介质 1传播到介质 2，在介质 1、2中，波的传播速度不一样，分别为
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v1, v2，但周期 T 是一样的（假定震源处以恒定频率进行扰动）所以在两个介质中波长

λi = viT (6.11)

是不一样的，相应的，波数 k 也不一样，假定其分别为 k1, k2 于是波在两个介质的分

界面处可能发生反射或透射，入射、反射、透射波分别可以写作
fIncide(z, t) = Aei(k1z−ωt)

fReflect(z, t) = Rei(−k1z−ωt)

fTransmiss(z, t) = Tei(k2z−ωt)

(6.12)

在写下这三个式子时，其并没有包含什么性质，因为这只不过体现了波动的一般形式，

所以为了给出 R, T 与 A 的关系，我们还需要给出边界条件。对于这个问题，在边界
上波函数 f 应当满足的条件应该是连续，而根据式 (6.2) 和图 6.1，在边界上，如果没
有有限质量的节点，则波函数的导数也应该是连续的，即

fI(0, t) + fR(0, t) = fT (0, t) (6.13)

f ′
I(0, t) + f ′

R(0, t) = f ′
T (0, t) (6.14)

（这里的 ′ 是对 z 求导）这将会得到A+R = T

Ak1 −Rk1 = Tk2

(6.15)

当然，v 是可测量量，可以使用 k 和 v 的反比关系将其改写为A+R = T

Av2 −Rv2 = Tv1

(6.16)

解得 R =
(

v2−v1
v2+v1

)
A

T =
(

2v2
v2+v1

)
A

(6.17)
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6.2 Electromagnetic Waves in Vacuum

在这一节中，我们来研究电磁波在真空中的性质。

6.2.1 Derivation of Wave Equation

在真空中的电磁性质由真空中的 Maxwell 方程组给出：

∇ ·E = ρ
ϵ0

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×B = µ0J + µ0ϵ0
∂E
∂t

(6.18)

如果电磁波已经产生，并在无源区域传播，此时方程中的源可以去掉

∇ ·E = 0

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×B = µ0ϵ0
∂E
∂t

(6.19)

这个方程看起来比较对称，为了得到关于 E 或 B 本身的函数，应进行退偶操作，即消

去关于 E 的方程中的 B 与关于 B 的方程中的 E，为此，对 (6.19) 的第 2 式求旋度：

∇×∇×E = ∇(∇ ·E)−∇2E = −∇2E = −µ0ϵ0
∂2E

∂t2
(6.20)

同样的，对 (6.19) 的式 4 求旋度有

∇2B = µ0ϵ0
∂2B

∂t2
(6.21)

整理有 ∇
2E = µ0ϵ0

∂2E
∂t2

∇2B = µ0ϵ0
∂2B
∂t2

(6.22)
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与波动方程 (6.2) 对比，得电磁波在真空中传播的速度是

v =
1

√
ϵ0µ0

(6.23)

由于 1√
ϵ0µ0
的数值与光速一样，所以 Maxwell 提出假设：光也是电磁波

6.2.2 Monochromatic Plane Waves

同机械波的形式一样，在电磁波中，波动方程的解的最简单形式是单色平面波，即

E = E0e
i(kz−ωt) (6.24)

B = B0e
i(kz−ωt)

可以将其带入 Maxwell 方程组来获得他的一些性质，首先是代入 (6.19) 的 1 和 3，以
∇ ·E = 0 为例，有

E0,zike
i(kz−ωt) = 0⇒ E0,z = 0 (6.25)

同样的，可以导出 B0,z = 0，这意味着电磁场没有沿着传输方向的分量，表明电磁波

是一种横波。然后代入 (6.19) 的 2 和 4，以 ∇×E = −∂B
∂t
为例，∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

E0,xe
ikz E0,ye

ikz 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ e
−iωt = B0e

ikziωe−iωt

⇒


−iE0,yikeikz = iB0,xe

ikziω

⇓

E0,yk = −B0,xω

and


jE0,xikeikz = jB0,ye

ikziω

⇓

E0,xk = B0,yω

(6.26)

于是有

B0 =
k

ω
ẑ ×E0 =

1

c
ẑ ×E0 (6.27)

这意味着在电磁波的传播过程中 B 和 E 是垂直的，且磁场的振幅是电场振幅的 1
c
。

以上是一维的情况，也可以把其推广到三维：E(r, t) = E0e
i(k·r−ωt) = E0e

i(k·r−ωt)n̂

B(r, t) = 1
c
k̂ ×E = 1

c
E0e

i(k·r−ωt)(k̂ × n̂)
(6.28)
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6.3 Electromagnetic Waves in Matter

在线性介质中的场点处，Maxwell 方程组为

∇ ·E = 0

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×B = µϵ∂E
∂t

(6.29)

这与真空中的形式是一致的，为了将我们刚刚导出的公式拓展到介质中，只需要做代

换 µ0 → µ , ϵ0 → ϵ，于是波动方程为∇
2E = µϵ∂

2E
∂t2

∇2B = µϵ∂
2B
∂t2

(6.30)

所以电磁波在介质中的波速为

v =
1
√
ϵµ

=
c

n
(6.31)

n 叫做折射率，关于折射理论，我们将在下一节看到，总之，光（电磁波）在介质中的

速度会下降一个因子 n。

6.4 Reflection and Transmission

下面我们来考虑电磁波从一个介质射向另一个介质的情况

Figure 6.4: 电磁波的反射与透射
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首先写出入射、反射、透射波的形式解（考虑 t=0 时刻）：

EI(r, t) = E0Ie
ikI ·r, BI(r, t) =

1

v1

(
k̂I ×EI

)
ER(r, t) = E0Re

ikR·r, BR(r, t) =
1

v1

(
k̂R ×ER

)
ET (r, t) = E0T e

ikT ·r, BT (r, t) =
1

v2

(
k̂T ×ET

) (6.32)

在边界上，有边界条件 

ϵ1E1
⊥ = ϵ2E2

⊥

E1
∥ = E2

∥

B1
⊥ = B2

⊥

B1
∥

µ1
= B2

∥

µ2

(6.33)

以边界条件 2 为例，这需要

E0I cos θIeikI ·r + E0R cos θReikR·r = E0T cos θT eikT ·r (6.34)

要使得这个条件在整个 z = 0 平面上成立，必须附加一个边界条件：在 z = 0 时，指

数因子相同，即

kI · r = kT · r = kR · r (6.35)

或

x(kI)x + y(kI)y = x(kT )x + y(kT )y = x(kR)x + y(kR)y (6.36)

在 x = 0 处，需要

y(kI)y = y(kT )y = y(kR)y (6.37)

可以变换坐标系使入射波在 xOz 平面上，此时 (kI)y = 0，相应的其余两项也为 0，这
意味着入射波，反射波，折射波在同一平面内入射波的法线也在此面内（几何光学第

一定律），将这个条件代入 (6.36)，可以得到

(kI)x = (kT )x = (kR)x (6.38)

或

sin θI = sin θR =
v1
v2

sin θT =
n2

n1

sin θT (6.39)
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这就导出了第二定律

θI = θR (6.40)

即入射角等于反射角和第三定律
n1

n2

=
sin θT
sin θI

(6.41)

除此之外，利用边界条件，可以得到 E0T , E0R 和 E0I 之间的关系

E0R =

(
α− β

α + β

)
E0I , E0T =

(
2

α + β

)
E0I (6.42)

其中

α ≡ cos θT
cos θI

=

√
1− [(n1/n2) sin θI ]

2

cos θI
β ≡ µ1v1

µ2v2
=

µ1n2

µ2n1

(6.43)

当垂直入射时，θI = 0，此时 α = 1,

E0R =

(
1− β

1 + β

)
E0I , E0T =

(
2

1 + β

)
E0I (6.44)

除此之外，我们可以预期 α = β 时，E0R = 0，没有反射，全部折射了，此时√
1− [(n1/n2) sin θI ]

2

cos θI
=

n2

n1

(6.45)

（因为 µ1, µ2 一般相差不大，所以这里忽略了）

1− n2
1

n2
2

sin2 θI =
n2
2

n2
1

cos2 θI =
n2
2

n2
1

− n2
2

n2
1

sin2 θI (6.46)

sin2 θI =
β4 − β2

β4 − 1
=

β2

β2 + 1
(6.47)

cos2 θI = 1− sin2 θI =
1

β2 + 1
(6.48)

于是，在 θI 满足

tan θI = β =
n2

n1

(6.49)

时，会发生无反射的现象，此时 θI = θB 被称为布儒斯特角。



CHAPTER 6. ELECTROMAGNETIC WAVES 49

6.5 Electromagnetic Waves in Conductors

现在我们来考虑电磁波入射到导体中的情形。在导体中，我们不能像处理之前在介

质中的情形将源都抹掉，导体中是存在自由电流 Jf 的，为了写出关于 E,B 自身的

方程，我们利用欧姆定律：J = σE 将 Maxwell 方程组改写为

∇ ·E = 0（理想导体内部的自由电荷会很快的移动到表面）

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×B = µ0σE + µ0ϵ0
∂E
∂t

(6.50)

这里不像之前那样简单了，退偶后会有

∇2E = µϵ
∂2E

∂t2
+ µσ

∂E

∂t
(6.51)

的形式，但你会发现单色平面波仍然是他的解，只不过此时需要

(ik̃)(ik̃) = µϵ(−iω)(−iω) + µσ(−iω) (6.52)

即

−k̃2 = −µϵω2 − iµσω (6.53)

即在这里的波矢应当是复的，可以写作

k̃ = k + iκ (6.54)

可以解得

k ≡ ω

√
ϵµ

2

[√
1 +

( σ

ϵω

)2
+ 1

]1/2
, κ ≡ ω

√
ϵµ

2

[√
1 +

( σ

ϵω

)2
− 1

]1/2
. (6.55)

实际上由于 i2 = −1，κ 并不是一个相因子了，而是体现振幅，其暗含了一个指数衰减

项：

E(z, t) = E0e
−κzei(kz−ωt) (6.56)
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磁场也一样，这表明电场在导体内迅速衰减到趋近于 0，对于理想导体，σ → ∞，所

以 k, κ→∞，电场会在非常短的距离下衰减到 0，可以定义趋肤深度

d =
1

κ
(6.57)

这体现了电磁波可以进入导体的深度。通过将解代入 Maxwell 方程组，可以得到和以
前一样的结果：电磁波是横波、电场和磁场相互垂直、磁场的振幅是电场的 k̃

ω
, 如果规

定电场振动方向是 x 轴，则Ẽ(z, t) = E0e
−κzei(kz−ωt)x̂

B̃(z, t) = k̃
ω
E0e

−κzei(kz−ωt)ŷ
(6.58)

可以利用指数形式来表示复数 k̃，令

k̃ = Keiϕ (6.59)

其中 K ≡ |k̃| =
√
k2 + κ2 = ω

√
ϵµ
√

1 +
(

σ
ϵω

)2
ϕ ≡ tan−1(κ/k).

(6.60)

所以

B̃(z, t) =
K

ω
E0e

−κzei(kz−ωt+ϕ)ŷ (6.61)

从指数因子可以看出，电场和磁场现在并不是保持同相了，磁场会比电场附加一个相

位 ϕ，假设电场有初相位 δE，则可以把解写为E(z, t) = E0e
−κz cos (kz − ωt+ δE) x̂

B(z, t) = B0e
−κz cos (kz − ωt+ δE + ϕ) ŷ

(6.62)
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6.6 Guided Waves

6.6.1 Wave Guides

在研究了自由空间的电磁波后，我们可以来研究被一圈导体束缚时电磁波的传输，

如图所示是一个中空波导

Figure 6.5: 中空波导示例（边界是导体）

由于理想导体内没有电场和磁场（趋肤深度无穷小），所以在边界上有边界条件

（假设波导内部为真空）：

ϵ0E1
⊥ − ϵ2E2

⊥ = σf

E1
∥ = E2

∥

B1
⊥ = B2

⊥

B1
∥

µ0
− B2

∥

µ2
= Kf × n̂

E2=B2=0======⇒



ϵ0E1
⊥ = σf

E1
∥ = 0

B1
⊥ = 0

B1
∥

µ0
= Kf × n̂

(6.63)

而在波导内部的 Maxwell 方程组为

∇ ·E = 0

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×B = 1
c2

∂E
∂t

(6.64)

这个方程的解仍然可以写作平面波

E = E0e
i(kz−ωt) (6.65)

B = B0e
i(kz−ωt)

但是我们需要注意的是，事实上电磁波在波导内的传输并不是沿着 z 轴的，其会在垂
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直于 z 轴方向产生驻波，最终看起来的能量传输方向是沿 z 轴的，所以如果定义 E,B

是沿 z 轴的平面波，其形式不一定是横波（这里可能说的不是很明白，但是我尽力了！！
可以去查一下资料，实际上后面说的 TE、TM 波仍然是横波！所谓的 TE、TM 波的
“纵波”成分也是驻波和行波的叠加结果。不要产生误解以为波导内的电磁波就是纵波

了！）所以我们令

E0 = E0(x, y) = Ex(x, y)x̂+ Ey(x, y)ŷ + Ez(x, y)ẑ

B0 = B0(x, y) = Bx(x, y)x̂+By(x, y)ŷ +Bz(x, y)ẑ
(6.66)

将其代回 (6.55) 并代入 Maxwell 方程组的 2，4 会得到以下六个方程

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= iωBz

∂Ez

∂y
− ikEy = iωBx

ikEx − ∂Ez

∂x
= iωBy

∂By

∂x
− ∂Bx

∂y
= − iω

c2
Ez

∂Bz

∂y
− ikBy = − iω

c2
Ex

ikBx − ∂Bz

∂x
= − iω

c2
Ey

(6.67)

我们下一步要做的是用 Ez, Bz 来表示其余的几个分量来研究 Ez, Bz 的分布



Ex = i
(w/c)2−k2

(
k ∂Ez

∂x
+ w ∂Bz

∂y

)
Ey = i

(w/c)2−k2

(
k ∂Ez

∂y
− w ∂Bz

∂x

)
Bx = i

(w/c)2−k2

(
k ∂Bz

∂x
− w

c2
∂Ez

∂y

)
By = i

(w/c)2−k2

(
k ∂Bz

∂y
+ w

c2
∂Ez

∂x

)
(6.68)

再将其带入 Maxwell 方程组的 1、3 式，可以得到关于 Ez,Bz 的方程[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ (w/c)2 − k2

]
Ez = 0[

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ (w/c)2 − k2

]
Bz = 0

(6.69)

当 Ez = 0 时，说明传输方向 E 以横波形式传播，称为 TE 波，反之，当 Bz = 0 时，

说明传输方向 B 以横波形式传播，称为 TM 波，如果 Ez = Bz = 0，则为 TEM 波。
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Figure 6.6: TE,TM 波图示

在中空波导中不能传输 TEM 波。因为若存在 TEM 波，则 B 线是一个垂直于传
输方向的回路（可以想象为 6.6 中的 TM 波的红色框，但此时电场线为 TE 波的蓝色
线），由安培定理的积分形式： ˛

B · dl = µ0Id (6.70)

其中 Id 为传输方向的位移电流，但很显然电场是横向的，不会有纵向（传输方向）的

位移电流，所以 B 是无旋场，这是矛盾的，这表明 B 并不存在，于是中空波导不能

传输 TEM 波。

6.6.2 TE Waves in a Rectangular Wave Guide

下面我们来研究中空波导中的 TE 波。

Figure 6.7: 波导示意图

从 (6.63) 的第三式可以导出边界条件为Bx(0, y) = Bx(a, y) = 0

By(x, 0) = By(x, b) = 0
(6.71)
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可以将 Bz(x, y) 分离变量

Bz(x, y) = X(x)Y (y) (6.72)

使得 
1
X

d2X
dx2 = −k2

x

1
Y

d2Y
dy2 = −k2

y

(6.73)

其满足方程 (6.69)，即
−k2

x − k2
y + (ω/c)2 − k2 = 0 (6.74)

(6.73) 有分离变量解： X(x) = A sin (kxx) + B cos (kxx)

Y (y) = C sin (kyy) +D cos (kyy)
(6.75)

为了定出系数和 k 的可能值，需要代入边界条件 (6.71)，而 (6.71) 需要带入 Bx,y 关于

Ez, Bz 的方程（注意这里 Ez = 0）, 作为示例，我将带入一个：考虑 Bx(0, y) = 0，则

0 =
∂Bz(0, y)

∂x
= X ′(0)Y (y)⇒ X ′(0) = 0 (6.76)

以此类推，可以得到

kx =
mπ

a
, ky =

nπ

b
,A = C = 0 (6.77)

所以 kx, ky 并不能随意取值，这里的 kx, ky 被称为其本征值，代入原函数可以得到

Bz = B0 cos
(mπx

a

)
cos
(nπy

b

)
(6.78)

这被称为 TEmn 模式。可以把 kx,y 代入 (6.74) 来得到 k：

k =

√(ω
c

)2
− π2

[(m
a

)2
+
(n
b

)2]
=

1

c

√
w2 − w2

mn

(6.79)

当然，对于一个给定的 mn，如果 ω < ωmn 则 k 会变成复数，可以写成 k̃ = k+ iκ，此

时，iκ 会和相因子的 i 相乘，变成 e 指数衰减而导致场在波导内迅速衰减到 0（和在
金属中一样），所以 ωmn 称为 mn 模式的截止频率。对于最小的 TE10，可以给定最低
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阶段频率

ω10 =
cπ

a
(6.80)

这由波导的几何结构决定。



Chapter 7

Potentials and Fields

我们在静电磁学中曾讨论过关于势和场的话题，而现在，我们希望在电动力学中找

到 Maxwell 方程组对应的势和场。

7.1 Potentials

从 Maxwell 方程组出发（这里使用真空中的）：

∇ ·E = ρ
ϵ0

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×B = µ0J + µ0ϵ0
∂E
∂t

(7.1)

注意到这里的 E 的旋度不再为 0，于是我们不能像在静电场中那样建立标量势，但仍
然有 ∇ ·B = 0，于是可以定义

∇×A = B (7.2)

将其带入 (7.1) 的式 2，则
∇×

(
E +

∂A

∂t

)
= 0 (7.3)

所以 E + ∂A
∂t
是无旋的，可以写作一个标量场的梯度，这样我们可以重新定义在电动

力学中的标量势

E +
∂A

∂t
= −∇V (7.4)

56
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(7.1) 的式 1、4 还没有利用过，可以将 (7.2)、(7.4) 代入，有

∇2V +
∂

∂t
∇ ·A = − ρ

ϵ0
(7.5)

以及

∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A = µ0J + µ0ϵ0
∂E

∂t

= µ0J − µ0ϵ0

(
∂2A

∂t2
+∇

(
∂V

∂t

)) (7.6)

整理有

µ0ϵ0
∂2A

∂t2
−∇2A+∇

(
∇ ·A+ µ0ϵ0

∂V

∂t

)
= µ0J (7.7)

7.1.1 Gauge Transformations

因为场是可观测量，而势不是，势是人为规定的一个量，所以有一定的自由度来定

义有着不同性质的势，但需要确保他们对应着的场是一样的，这就是规范变化。我们

可以看到上面的式子略显复杂，所以一个自然的想法就是我们能不能通过某种方法来

将这些关于势的方程进行简化，这需要用到规范变换。

首先从矢量势出发，∇×A = B, 所以在 A 的基础上增加一个无旋量，得到的 B

不会改变，注意到梯度场是无旋的，所以可以定义

A′ = A+∇λ (7.8)

代入 (7.5)，由于 ρ 是相同的，所以需要

∇2V +
∂

∂t
∇ ·A = ∇2V ′ +

∂

∂t
∇ ·A′

= ∇2V ′ +
∂

∂t
∇ ·A+

∂

∂t
∇2λ

(7.9)

这意味着

∇2V ′ = ∇2

(
V − ∂λ

∂t

)
(7.10)

或 A′ = A+∇λ

V ′ = V − ∂λ
∂t

(7.11)

所以可以取这样的 λ 作如 (7.11) 这样的变换，此时势对应的场是一致的。
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7.1.2 Coulomb Gauge and Lorenz Gauge

有了以上的理论基础，我们现在可以着手来简化势函数了。∇
2V + ∂

∂t
∇ ·A = − ρ

ϵ0

µ0ϵ0
∂2A
∂t2
−∇2A+∇

(
∇ ·A+ µ0ϵ0

∂V
∂t

)
= µ0J

(7.12)

在静电磁学中，我们曾介绍过 Coulomb 规范 (3.20)，即 ∇ ·A = 0，这会使静电磁

学中的 V,A 都变成 Poisson 方程的形式，在那里也给出了 V,A 的解，不过在电动力

学中，如果仍然采用 Coulumb 规范，关于 V 的方程会回到 Poisson 方程，但关于 A

的方程仍然是不好解的。

所以在电动力学中，一个更方便的形式是 Lorenz 规范：

∇ ·A+ µ0ϵ0
∂V

∂t
= 0 (7.13)

此时 (7.12) 不但完成了简化，还完成了退偶！现在我们得到的是关于 V,A 自身的方

程了： ∇
2V − µ0ϵ0

∂2V
∂t2

= − ρ
ϵ0

∇2A− µ0ϵ0
∂2A
∂t2

= −µ0J
(7.14)

他们在形式上也是相同的！可以定义达朗贝尔算符：

□2 = ∇2 − µ0ϵ0
∂2

∂t2
(7.15)

这样 (7.14) 可以写作一个简单的形式：□2V = − ρ
ϵ0

□2A = −µ0J
(7.16)

7.1.3 Solution - Retarded Potentials

下面我们就是要给出 (7.14) 的解。实际上 (7.14) 是三维无界空间的受迫振动问题，

整理为标准形式：

c2∇2V +
c2ρ

ϵ0
=

∂2V

∂t2
(7.17)
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可以使用积分变换法来求解，使用 Laplace+Fourier 变换（时间维度进行 Laplace 变
换，空间维度进行 Fourier 变换），可得到

V (r, t) =
1

4πc2

˚ [ˆ t

0

c2ρ(r′, τ)

ϵ0 r δ(τ − t+
r
c
)dτ
]

dr′ (7.18)

由于 δ 函数的选择性，只有

τ = t−
r
c

(7.19)

时有解，即

V (r, t) =
1

4πc2

˚
c2ρ(r′, t− r

c
)

ϵ0 r dr′ (7.20)

或

V (r, t) =
1

4πϵ0

˚
ρ(r′, t− r

c
)

r dr′ (7.21)

所以事实上 V 在 t 时刻的值由推迟时间 tr = t− r
c
所对应的空间电荷分布决定，这被

称为推迟势。实际上，r′ 虽然是对全空间积分，但是我们可以把积分面缩小：注意到

式 (7.19)，并注意到 0 < τ < t，这次我们从空间的角度来看，则有

0 < t−
r
c
< t

0 <
r
c
< t

0 < r < ct

(7.22)

这个式子的意思是只有在 0 < r < ct 时积分才不为 0，所以我们可以限定积分区域为

|r − r′| < ct (7.23)

这是一个球，在 t 时刻只有这个球内的电荷分布是有贡献的！实际上这很好理解，因
为在真空中电磁场以光速传播，所以只有在以 ct 为半径的球的范围内的扰动才对这一

点有贡献。

（这个部分的内容可以参考「数学物理方法」，在上面有更详细的阐述。）

矢量势的解也是类似的：

A(r, t) =
µ0

4π

˚
J(r′, t− r

c
)

r dr′ (7.24)
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7.2 A Moving Point Charge

下面我们来研究最简单的情况：一个移动的点电荷的势和场。假设点电荷以 w(t)

轨迹运动，如下图

可以证明在某一时刻，r 处只能感受到点电荷处于一个位置所产生的势于是此时 tr

可以表示为

tr = t− |r −w(tr)|
c

(7.25)

所以

V (r, t) =
1

4πϵ0

˚
ρ(r′, t− r

c
)

r dr′

只有一个点========
是有效的

1

4πϵ0

1

r

˚
ρ(r′, t−

r
c
)dr′

=
1

4πϵ0

1

r
q

1− r̂ · v
c

=
1

4πϵ0

q

r− r · v
c

(7.26)

A(r, t) =
µ0

4π

qv

r− r · v
c

=
v

c2
V (r, t) (7.27)

注意这里出现的
1

1− r̂ · v
c

(7.28)

因子是由于几何效应导致的，可以用几何来证明运动的物体看起来要长一些，当然你

也可以直接计算这个积分得到。

在得到势函数后，可以通过 E = −∇V − ∂A
∂t

B = ∇×A
(7.29)
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来得到电磁场。算的过程太复杂，我这里就不写了哈哈，直接给出结论并说明！电场为

E = −∇V − ∂A

∂t
=

q

4πε0

r
(r · u)3

[(
c2 − v2

)
u+ r× (u× a)

]
(7.30)

磁场为

B = ∇×A =
1

c

q

4πε0

1

(u · r)3 r×
[(
c2 − v2

)
v + r× (u× a)

]
=

1

c
r̂×E

(7.31)

其中 u = c r̂− dw
dt = c r̂− v，可以注意到这个结果中有关于 v = dw

dt 的项，也有关于

a = d2w
dt2 的项，所以一个移动点电荷所产生的场有关于速度的场，也有关于加速度的

场，对于静电情况 (v = a = 0,u = c r̂)，有

E =
q

4πϵ0

r
c3 r3 c

3 r̂ =
q

4πϵ0

1

r2 r̂ (7.32)

B = 0 (7.33)

这正是我们在这门课刚开始时使用库伦定律规定的点电荷所产生的电场！而由于静止

点电荷不会产生电流，所以磁场强度为 0。



Chapter 8

Radiation

在这一章中，我们来研究电磁波的产生，也就是如何产生电磁辐射。

产生电磁辐射就要求在自由空间的无限远处，仍然有电磁场能量的传输，可以用方

程写作

lim
r→∞

‹
S · da = lim

r→∞

1

µ0

‹
E ×B · da = finite (8.1)

这要求 E ×B 在远处的衰减不能快于 1
r2
，考虑到推迟势所对应的场

E (r0, t) =
1

4πε0

ˆ (
ρ (r′, tr)

r2 r̂+ ρ̇ (r′, tr)

cr r̂− J̇ (r′, tr)

c2 r

)
dτ ′

B (r0, t) =
µ0

4π

ˆ (
J (r′, tr)

r2 +
J̇ (r′, tr)

cr

)
× r̂dτ ′

(8.2)

所以实际上只有 ρ̇, J̇ 对辐射有贡献，所以静电荷、稳恒电流是无法产生辐射的。

下面来看两种简单的情形，一种是电偶极子辐射，另一种是磁偶极子辐射，在本章

的最后，将考虑点电荷产生的辐射。因为这部分比较复杂，我就不敲到 LATEX 里了，
我把我的手写版拍成图片附在此页后。
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8.1 Dipole Radiation
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8.2 Point Charge Radiation

移动点电荷所产生的场由 (7.30), (7.31)给出，考虑辐射条件：limr→∞
1
µ0

‚
S ·da =

finite，首先来计算玻印廷矢量：

S =
1

µ0

E ×B =
1

µ0c
E × r̂×E =

1

µ0c
[ r̂(E ·E)−E(E · r̂)] (8.3)

其中，

E =
q

4πε0

r
(r · u)3

[(
c2 − v2

)
u+ r× (u× a)

]
(8.4)

而这里的第一项 ∝ 1/r2 在平方后以四次方形式衰减，所以对辐射没有贡献，对辐射有

贡献的是

Erad =
q

4πε0

r
(r · u)3 r× (u× a) ⊥ r̂ (8.5)

S =
1

µ0c

[
E2

rad r̂− (Erad · r̂)Erad

]
=

1

µ0c
E2

rad r̂ (8.6)

一般情况下，还是比较复杂，下面考虑一个特殊情况：v = 0，即在某一时刻速度为 0
但加速度不为 0 的情况，此时 u = c r̂− v = c r̂

Erad =
q

4πϵ0

1

c2 r r̂× ( r̂× a)

=
1

4πϵ0

q

c2 r( r̂( r̂ · a)− a( r̂ · r̂))

=
1

4πϵ0

q

c2 r( r̂( r̂ · a)− a)

(8.7)

而

S =
1

µ0c
E2

rad r̂ =
1

µ0c

(
1

4πϵ0

q

c2 r

)2

(( r̂ · a)2 + a2 − 2a · r̂( r̂ · a)) r̂

=
µ0q

2

16π2cr2 (a
2 − ( r̂ · a)2)

=
µ0q

2a2

16π2cr2 sin2 θ r̂

(8.8)

其中 θ 是 a 和 r̂之间的夹角。所以辐射的图像是运动的点电荷会在垂直于运动方向产
生一个环型辐射，在沿着运动方向并没有辐射，如下图
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最后，我们还可以求得总辐射功率：

p =

‹
S · da =

µ0q
2a2

6πc
(8.9)



Chapter 9

Electrodynamics and Relativity

9.1 Special Relativity

9.1.1 Einstein’s Postulates

如上图，两人正在一辆移动的列车上拿着线圈通过一个有磁场的区域，在我们地面

参考系看来，这个过程实际上是在穿过磁场时，线圈切割磁场线，产生了动生电动势，

这个电动势来源于运动的电子收到磁场力作用形成的。但如果从另一个角度来看，事

情好像发生了一些变化：如果我们是车上的人，或者说从线圈自身角度来看，它只感

觉到它所在的区域的磁场强度发生了变化，相应的磁通量发生变化，由此产生了感生

电动势，但这一过程是由于 ∇×E = −∂B
∂t
，其机理是产生了一个感生电场，电动势

的产生在这里又是一个电的过程了。但是无论如何，他们都可以从法拉第电磁感应定

律导出相同的电动势：

ϵ = −dΦ
dt (9.1)

其中，Φ 是磁通量。在经典理论里，这两种解释不可能同时成立，但爱因斯坦认为，实

际上这两种说法是无关紧要的，都是成立的，据此和一些为了解释上述现象的“以太”

论的失败，爱因斯坦提出了两条假设：

1. 相对性原理：物理定律在所有惯性系中都是适用的。

67
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2. 光速不变原理：真空中的光速对于所有惯性系中的观察者都是相同的，无论光源
有没有移动。

事实上，这两条假设直接导出了狭义相对论。

9.1.2 The Geometry of Relativity

下面我们通过爱因斯坦的两条假设来推出相对论在几何上的一些性质：

The Relativity of Simultaneity

相对论会导致“同时”的相对性，也就是某两个事件在某一惯性参考系（下面所说

的“参考系”无特殊说明则均指惯性系）下所观察到是同时的，而在另一个参考系下

可能并不同时。

如图所示，一盏灯悬挂在平稳运行的列车的正中央，在列车内的角度上来看，事件

(a)：光到达前方和事件 (b)：光到达后方是同时发生的。但在地面上来看，事情似乎
不是这样的，在地面参考系中，由于列车的运动，导致在某时刻发出的光，需要抵达

后方的距离减小，时间缩短。（注意这里应用了光速不变这一假设，这导致在地面参考

系下光速仍然是 c 而不是 c± v，否则你无法得到这一结论）

Time Dilation

相对论会导致运动的时钟变慢，这就是时间膨胀效应。为了证明他，我们来考虑这

样一个过程：

考虑在一个运行的列车上，一盏灯垂直射向火车的地板上，在车厢内部的人看

来，光运行的路径是竖直向下的一条线，长度为车厢高度 h，于是在车厢内的人会给
出：（注意从此以后在某个量上带一个 bar 的均指在运动的参考系中测量的结果）

h = c∆t̄ (9.2)
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但在地面参考系上看，光在某时刻出射以后经过一段时间射向了地板，这个过程中，

火车运行了一段位移 v∆t（由于是在地面参考系上来看，所以这里没有 bar），于是有

h2 + v2∆t2 = c2∆t2 (9.3)

即

∆t =
h

c

1√
1− v2/c2

=
1√

1− v2/c2
∆t̄ (9.4)

可以令 γ = 1√
1−v2/c2

（注意因为 v ≤ c 所以 γ ≥ 1(仅当v = 0时取到等号)）所以

∆t̄ =
1

γ
∆t (9.5)

这说明一个运动的物体对两个事件发生的时间间隔的测量结果将变短，比例为 1
γ
。

Lorentz Contraction

相对论的另一个几何效应就是从静止参考系来看，运动的物体变短了。考虑在一个

运动的车厢内从一边点亮一盏灯，由于对面的镜子，光会反射回来，考虑事件：光发

出至反射回车厢左面。

(a) 车内参考系 (b) 地面参考系

Figure 9.1: Lorentz Contraction

从图9.1(a)中可以看到，在车内，如果令静止的车厢长度为 l，则可以列出

2l̄ = c∆t̄ (9.6)

而在地面参考系中，情况如9.1(b)所示，由于车厢的运动，光从车厢的左边照向镜子，
所行走的路程是 l + v∆t1，而反射回来走了 l − v∆t2，其中 ∆t1 +∆t2 = ∆t，为在地

面参考系下的总时长，则有

∆t1 =
l

c− v
, ∆t2 =

l

c+ v
(9.7)
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而 ∆t = ∆t1 +∆t2，有

γ∆t̄ = ∆t = 2
l

c

1

1− v2/c2
=

2l

c
γ2 (9.8)

结合式 (9.6)，有
2l̄

c
γ =

2l

c
γ2 (9.9)

即

l̄ = γl (9.10)

所以与车厢内测量的结果比较，地面上的观察者会认为车厢的长度要小一个因子 1
γ
，

这就是洛伦兹收缩。

9.1.3 Lorentz Transformation

在有了这两个几何性质以后，我们可以来探索在相对论下一个事件发生时在不同

参考系中的一般情况了。首先我们来定义一个事件，一个事件在某一个参考系中有确

定的时间和空间，在某个瞬间在某处完成，可以由其在该参考系中发生的位置和时刻

来表示，由此可以定义一组时空坐标 (x, y, z, t)，下面我们就是要来求出在狭义相对论

下，这组时空坐标在运动的参考系下该如何表示。为此，我们考察两个参考系，一个

是 S 系，而另一个参考系以速度 v 沿 S 系的 x 轴运动 (S̄)，S 系视角下如图

Figure 9.2: S 系视角

我们来考虑建立方程，首先在 S 系下，事件 E 的时空坐标为 (x, t)（为了简化这里

没有加入 y 和 z）而由于 S̄ 参考系下的运动，E 在 S 参考系的视角下，在 S̄ 参考系的

x 坐标应为

d = x− vt (9.11)
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但实际上 d 是 S 系视角下的 E 在 S̄ 系的 x̄ 坐标，由于相对论的洛伦兹收缩，这个 d

比实际值要小，真实的 x̄ 坐标应当是

d =
x̄

γ
= x− vt⇒ x̄ = γ(x− vt) (9.12)

这导出了 x̄ 与 x, t 的关系，但是我们还想得到关于 t 和 t̄ 之间变换的关系，为此，我

们这次在 S̄ 上来看，如下图 �

Figure 9.3: S̄ 系视角

这次，我们发现 S 系在以速度 v 向 S̄ 系的 x 轴负方向运动。可以列出

d̄ = x̄+ vt̄ (9.13)

d̄ 是在 S̄ 视角下对 S 的观测，但是 S 系相对 S̄ 系是运动的，所以实际上 d̄ 测小了，

真实情况是

d̄ =
x

γ
= x̄+ vt̄ (9.14)

注意到代换式 9.12 有
vt̄ =

x

γ
− γ(x− vt) (9.15)

即

t̄ = γt+
1− γ2

γv
x = γ(t− v

c2
x) (9.16)
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于是我们得到了从 S 系变换到以速度 v 沿 S 系的 x 轴运动的 S̄ 系的洛伦兹变换式

x̄ = γ(x− vt)

ȳ = y

z̄ = z

t̄ = γ(t− v
c2
x)

(9.17)

可以利用洛伦兹变换来得到爱因斯坦的速度加法律。

我们都知道在非相对论情况下，有 vAB + vBC = vAC，但在相对论下，这个式子需

要进行修正，为此我们考虑一个粒子相对于 S 系运动速度为 u，有

u =
dx
dt (9.18)

但在以速度 v 沿 S 系的 x 轴运动的 S̄ 系中，根据洛伦兹变换，dx 和 dt 都会发生变
化，有

ū =
γ(dx− vdt)

γ(dt− v/c2dx) =
u− v

1− uv/c2
(9.19)

注意到如果设粒子为 A，则有

vAS̄ =
vAS + vSS̄

1 + vASvSS̄/c2
(9.20)

对于一般情况，类似的可以得到

vAC =
vAB + vBC

1 + vABvBC/c2
(9.21)

这里可以看到当 vABvBC ≪ c2 时，也就是速度无法和光速比拟时，速度加法律又回到

了非相对论情况，这也是符合预期的。

9.1.4 4-Vectors and the Structure of Spacetime

注意到 9.17 给出的洛伦兹变换式并不是非常的对称，为此我们可以引入 4-矢量，
即使用坐标：

x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z (9.22)

注意这里的上标并不是“次方”，而是表示 4-矢量的第某个分量，其中第 0 分量在 t 的

基础上乘上了光速 c，这样其就有了长度的量纲。在这个表示方法下，并定义 β = v/c，
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洛伦兹变换式可以改写为 

x̄0 = γ(x0 − βx1)

x̄1 = γ(x1 − βx0)

x̄2 = x2

x̄3 = x3

(9.23)

当然也可以写作矩阵形式
x̄0

x̄1

x̄2

x̄3

 =


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




x0

x1

x2

x3

 (9.24)

可以令这个矩阵为洛伦兹变换矩阵，记为 Λ，用 Λµ
ν 来表示 Λ 矩阵第 µ 行第 ν 列的元

素，于是 9.24 也可以写作

x̄µ =
∑
ν

Λµ
νx

ν (µ = 0, 1, 2, 3) (9.25)

事实上，至此已经是狭义相对论的全部知识了（狗头），但是物理学家显然不会满

足于找到不同参考系下的变换公式，换句话说，不同参考系下的变换公式好像是在从

不同角度来看四维时空中的“事件”，物理学家希望找到这个“事件”本身的某个性质，

为此，我们需要找到“事件”变换中的某个不变量。不妨回到狭义相对论的开始，爱因

斯坦假设“光速”不变，从这个理论做突破口，现在我们来考虑一个简单的事情，在

t = 0 时刻，S, S̄ 参考系的零点在同一处，一束光从零点出发，在此后的某时刻，对于

S 参考系有

x2 + y2 + z2 = c2t2 (9.26)

而对于 S̄ 参考系有

x̄2 + ȳ2 + z̄2 = c2t̄2 (9.27)

在欧氏空间中，无论坐标系如何变换距离都是不变的，而在四维时空（闵可夫斯基空

间）中，上面的两个式子可以导出属于其的不变量

x2 + y2 + z2 − c2t2 = x̄2 + ȳ2 + z̄2 − c2t̄2 (9.28)
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你会发现在闵可夫斯基空间中，事实上，这隐含着闵氏空间的线元在洛伦兹变换下是

不变的，即

∆s2 = (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 − c2(∆t)2 = (∆x̄)2 + (∆ȳ)2 + (∆z̄)2 − c2(∆t̄)2 (9.29)

由于

∆sµ = ∆xµ (9.30)

但上述不变量中在 4-矢量的第 0 分量出现了一个负号，这引导我们定义另一个 4-矢量

xµ = (−ct, x, y, z) = (−x0, x1, x2, x3) (9.31)

这称为协变矢量，而 xµ 称为逆变矢量，他们也可以用闵可夫斯基空间的度规相联系：

aµ =
∑

gµνa
ν (9.32)

其中度规

gµν =


−1

1

1

1

 (9.33)

有了这个定义，并定义两个 4-矢量的内积为

∑
aµb

µ = −a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3 (9.34)

可以发现 ∆s2 实际上就是 ∆sµ∆xµ，即在闵氏空间中不变量为

I = ∆sµ∆sµ = −c2(∆t)2 + (∆l)2 (9.35)

I 被定义为两事件的间隔，其中 ∆t 是在某个参考系中两事件的时间间隔，而 ∆l 是该

参考系中这两个事件发生的时间间隔。所以在狭义相对论中具有间隔不变性。

如果 I < 0，则时间占主导，称这个间隔是类时的；I > 0 则空间占主导，称这个

间隔是类空的；I = 0 则有 ∆l = ct，时间和空间间隔由光速链接起来，则称这个间隔

是类光的。事实上，对于类空和类光的事件，I ≤ 0⇒ ∆l ≤ c∆t 即无论在哪个参考系

下，两个事件发生的空间距离均允许一束光在晚些发生的事件发生前到达其发生的位

置，这就构成了可以满足因果律的必要条件，所以满足因果律的两个事件一定是类时
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或类光的，但反之不然，不能说满足类时或类光的两个事件一定满足因果律。

借助时空图，我们可以在坐标系上标出物体在闵氏时空中的运动轨迹，对于 2 维

时空（空间维度取作 1），时空图的横坐标为 x，纵坐标为 ct

Figure 9.4: 时空图

在途中可以看到一个火箭在时空图中的运行轨迹，一个光子的运行轨迹和一个静

止不动的粒子（他的轨迹是随着时间的变化 x 值不变），由于物体的运行速度不能超

过光速，所以任何粒子的运动轨迹的斜率均大于光子。

9.2 Relativistic Electrodynamics

9.2.1 The Transformation of Fields

有了相对论的基本知识，我们可以回到电动力学，来探究电磁效应在狭义相对论下

的变化情况了。（这里因为连贯性就没有介绍相对论力学了，这个也比较简单，如果有

兴趣可以看相关教材）现在我们来考虑一个真空电容器（设图中视角为 S0 系），

通过静电学知识可以获得，板间电场

E0 =
σ0

ϵ0
(9.36)
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，现在我们在向 x0 正方向以速度 v0 运动的参考系 S 中看，此时因为洛伦兹收缩，在

S 参考系中，l = l0/γ0 = l0
√

1− v20/c
2，而在相对论变换前后，板上带电量是一个不变

量，所以在 S 参考系中，

σ = γ0σ0 (9.37)

相应的，S 系中有

Ey = γ0
σ0

ϵ0
= γ0E0 (9.38)

当然，相对论变换只对运动方向维度有变化，相应的变化体现在电场中是垂直方向的

变化，所以电场在相对论下有变换

E⊥ = γ0E
⊥
0 (9.39)

而平行于运动方向的电场强度不会改变

E∥ = E
∥
0 (9.40)

但这还没完，我们还没有考虑磁场，事实上，在 S 系中，有等效电流（因为在 S0 系中

静止的电荷在 S 系中看起来是运动的）

K± = ∓σv0x̂ (9.41)

通过安培环路积分可以得到在两板中间有磁场

Bz =
1

2
µ0(K+ −K−) = −µ0σv0 (9.42)

所以在 S 系中，电场和磁场有 (9.38), (9.42) 的形式，但注意到 (9.42) 并没有完成变换，

我们还需要找到另一个参考系，假设参考系 S̄ 以速度 v 沿着 x 正方向运动，则相对

S0 系，其运动速度为

v̄ =
v + v0

1 + vv0/c2
(9.43)

在 S̄ 系中，应当有

Ēy =
σ̄

ϵ0
, B̄z = −µ0σ̄v̄ (9.44)

S0, S̄ 间有变换因子

γ̄ =
1√

1− v̄2/c2
(9.45)
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则

Ēy = γ̄
σ0

ϵ0
=

γ̄

γ0
Ey, B̄z = −

γ̄

γ0
µ0σv̄ (9.46)

下面来求 γ̄/γ0

γ̄

γ0
=

√
1− v20/c

2√
1− v̄2/c2

=
c2 − v20

c
√

1− c2(v+v0)2

(c2+vv0)2

=
(1 + vv0/c

2)
√
c2 − v20√

(c2 − v20)(1− v2/c2)
=

1 + vv0/c
2√

1− v2/c2
(9.47)

受篇幅限制，这里就没有写的很详细了，计算这个公式可能需要一点耐心，读者如果

在意数学推导可以自行计算，令

γ =
1√

1− v2/c2
(9.48)

于是
γ̄

γ0
= γ(1 + vv0/c

2) (9.49)

代回 (9.46)，可以得到Ēy = γ(Ey +
vv0
c2

σ
ϵ0
) = γ(Ey + µ0vv0σ) = γ(Ey − vBz)

B̄z = −γ(1 + vv0/c
2)µ0σ

v+v0
1+vv0/c2

= −γ(v + v0)µ0σ = γ(Bz − v
c2

1
ϵ0
σ) = γ(Bz − v/c2Ey)

(9.50)

不难想象，如果我们考虑下图的系统

可以得到变换 Ēz = γ(Ez + vBy)

B̄y = γ(By + v/c2Ez)
(9.51)

而由于系统是朝着 x 方向运动，x 方向的场不会改变（因为其正交方向均不会发生洛
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伦兹收缩） Ēx = Ex

B̄x = Bx

(9.52)

至此，我们就得到了在狭义相对论下电磁场的变换形式。

9.2.2 The Field Tensor

其实不难发现，这个变换公式和洛伦兹变换很像，或许电磁场是满足洛伦兹变换

的。只是我们之前考虑的洛伦兹变换是针对 4-矢量的，他只有四个自由度，但是在这
里我们的 E,B 均有三个自由度，我们需要能表征六个自由度的数学形式。首先能联

想到的是一个六维向量，但可惜洛伦兹变换矩阵 Λ 是 4× 4 的，只能作用在四维向量

或有四行的矩阵上，这让我们联想到了可以使用一 4 × 4 的矩阵来表示电磁场，但这

给出了 16 个自由度，显然我们不需要那么多，所以可以让这个矩阵有某些对称性，比
如使用二阶反对称张量来表示，此时对角元均为 0，非对角元有 tµν = −tνµ，这就消除

掉了 4 + 6 个自由度，剩余的 6 个自由度恰好可以表示我们的电磁场，一个四维的二
阶反对称张量形式如下

tµv =


0 t01 t02 t03

−t01 0 t12 t13

−t02 −t12 0 t23

−t03 −t13 −t23 0

 (9.53)

他的洛伦兹变换需要两次求和

t̄µν =
∑
λ

∑
σ

Λµ
λΛ

ν
σt

λσ (9.54)

注意到这似乎不是通常的矩阵乘法形式（因为第二项和第三项的乘法是某一行的所有

列元素乘在一起），所以如果你觉得这个形式不是非常容易接受的话，也可以改写为矩

阵乘法的形式

t̄µν =
∑
λ

∑
σ

Λµ
λt

λσΛν
σ = (ΛtΛT )µν (9.55)
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在对第二个 Λ 取转置以后这就成为了标准的矩阵乘法。现在我们来考虑场张量的洛伦

兹变换的形式，为了阅读方便，我这里再写一遍 Λ 矩阵

Λ =


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (9.56)

t̄01 = Λ0
0Λ

1
1t

01 + Λ0
1Λ

1
0t

10 = γ2t01 + γ2β2t10 = γ2(1− β2)t01 = t01 (9.57)

t̄02 = Λ0
0Λ

2
2t

02 + Λ0
1Λ

2
2t

12 = γ(t02 − v/ct12) (9.58)

t̄03 = Λ0
0Λ

3
3t

03 + Λ0
1Λ

3
3t

13 = γ(t03 − v/ct13) (9.59)

t̄12 = Λ1
0Λ

2
2t

02 + Λ1
1Λ

2
2t

12 = γ(t12 − v/ct02) (9.60)

t̄13 = Λ1
1Λ

3
3t

13 + Λ1
0Λ

3
3t

13 = γ(t13 − v/ct03) (9.61)

t̄23 = t23 (9.62)

比较这六个变换式和 (9.50,9.51,9.52)，可以构造出两个满足洛伦兹变换的张量：
F µν , Gµν ,

F µν =


0 Ex/c Ey/c Ez/c

−Ex/c 0 Bz −By

−Ey/c −Bz 0 Bx

−Ez/c By −Bx 0

 (9.63)

Gµν =


0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez/c Ey/c

−By Ez/c 0 −Ex/c

−Bz −Ey/c Ex/c 0

 (9.64)

当然你也可以用自然单位制（令 c = 1）让这个张量看起来更好看，不过这里还是取国

际单位制。
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9.2.3 Electrodynamics in Tensor Notatioin

The Transformation of Sources

以上我们已经得到了张量形式的电磁场的表示方法，接下来我们要给出张量形式

下的 Maxwell 方程组。而由于我们要是在狭义相对论体系下在做这件事，场张量已经
满足了洛伦兹协变性，但我们还没有定义关于源的，满足洛伦兹协变的矢量或者张量，

下面来考虑源的变换。

在体系中，电荷量不变，但体积在运动方向的尺度由于洛伦兹收缩，在 S̄ 参考系

下要缩小一个因子 1
γ
，于之前推出电磁场的变换类似，同样考虑 S0, S, S̄ 系，于是

ρ =
Q

V
= γ0

Q

V0

= γ0ρ0, ρ̄ =
γ̄

γ0
ρ (9.65)

Jx = ρv0 (9.66)

所以同样的，有

J̄x = ρ̄v̄ =
γ̄

γ0

v̄

v0
Jx (9.67)

在前面已经推出了
γ̄

γ0
= γ(1 + vv0/c

2) (9.68)

于是有变换关系

ρ̄ = γ(ρ+ v/c2Jx) (9.69)

J̄x = γ(1 + vv0/c
2)

v/v0 + 1

1 + cc0/c2
ρv0 = γ(1 + v/v0)ρv0 = γ(Jx + vρ) (9.70)

或者也可以改写为更明显的形式cρ̄ = γ(cρ+ βJx)

J̄x = γ(Jx + βcρ)
(9.71)

这正是洛伦兹变换的形式！！所以我们可以定义关于源的 4-矢量

Jµ = (cρ, Jx, Jy, Jz) (9.72)

下面来考虑电流的连续性方程：

∇ · J = −∂ρ

∂t
(9.73)
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即
3∑

i=1

∂J i

∂xi
= −∂J0/c

∂x0/c
= −∂J0

∂x0
(9.74)

这意味着 ∑
i

∂J i

∂xi
= 0 (9.75)

Maxwell Equations

下面我们来推导张量形式的麦克斯韦方程组。首先写出三维欧氏空间下的形式

∇ ·E = ρ
ϵ0

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×B = µ0J + µ0ϵ0
∂E
∂t

(9.76)

第一式可写为

c
3∑

i=1

∂F 0i

∂xi
=

J0/c

ϵ0
⇒

3∑
i=1

∂F 0i

∂xi
= µ0J

0 (9.77)

事实上由于 F 00 = 0，求和可以取遍 0～3

∑
i

∂F 0i

∂xi
= µ0J

0 (9.78)

第四式的 x̂ 分量可写为

∂F 12

∂x2
+

∂F 13

∂x3
= µ0J

1 + µ0ϵ0
∂cF 01

∂x0/c
= µ0J

1 +
∂F 01

∂x0
(9.79)

考虑到 F 01 = −F 10, F 11 = 0 上式可以写作求和

∑
i

∂F 1i

∂xi
= µ0J

1 (9.80)

对第四式的 ŷ, ẑ 做同样的工作并结合 (9.78) 可以推出

∑
ν

∂F µν

∂xν
= µ0J

µ (9.81)
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这是非齐次的麦克斯韦方程组。通过 F µν 得到非齐次的方程组（蕴含 Maxwell 方程组
的 2 和 3）也是可以的，但是形式上会略微复杂，这里还是使用其对偶张量 Gµν，此

时第三式可写为 ∑
i

∂G0i

∂xi = 0 (9.82)

第二式的 x̂ 分量为

c

(
−∂G12

∂x2
+

∂G31

∂x3

)
= − ∂G01

∂x0/c
(9.83)

考虑到 G11 = 0, G12 = −G21，有

∑
i

∂Gi1

∂xi
= −

∑
i

∂G1i

∂xi
= 0⇒

∑
i

∂G1i

∂xi
= 0 (9.84)

同样的，对 ŷ, ẑ 方向做同样的工作并结合 (9.82)，有

∑
ν

∂Gµν

∂xν
= 0 (9.85)

这就是齐次的麦克斯韦方程组，如果借助爱因斯坦求和哑标，并使用 ∂ν = ∂
∂xν 可以将

其写成简洁的形式（虽然我本人就是很不喜欢这种写法... 脑子转不过来哈哈哈在脑子
里还是要转换为求和，感觉还不如加上求和号写的清楚）

∂νF
µν = µ0J

µ, ∂νG
µν = 0 (9.86)

9.2.4 Potentials

终于来到了最后一小节！在这一节中，我们要得到关于势的式子。

首先，根据之前的经验，由于标量势有一个自由度，而矢量势有三个维度，我们可

以写出一个描述势的满足洛伦兹协变的 4-矢量形式（虽然这并不是很直接）

Aµ = (V /c, Ax, Ay, Az) (9.87)

在三维空间我们曾经推导出势和场的关系

E = −∇V − ∂A

∂t
, B = ∇×A (9.88)

在张量形式下可以重写为

F µν =
∂Aν

∂xµ

− ∂Aµ

∂xν

(9.89)
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注意这里的微分是针对协变矢量的。考虑麦克斯韦方程组中的非齐次方程
∑

ν
∂Fµν

∂xν =

µ0J
µ，代入有 ∑

ν

(
∂

∂xµ

∂

∂xν
Aν − ∂

∂xν

∂

∂xν
Aµ

)
= µ0J

µ (9.90)

这个式子比较复杂，我们可以来简化，一种简化的方法就是令

∑
ν

∂

∂xν
Aν = 0 (9.91)

事实上，这意味着

∇ ·A+
∂V /c

∂(ct)
= ∇ ·A+

1

c2
∂V

∂t
= 0 (9.92)

这实际上就是我们之前的洛伦兹规范！在这个规范下，有

∑
ν

∂

∂xν

∂

∂xν
Aµ = µ0J

µ (9.93)

可以令

□2 =
∂

∂xν

∂

∂xν
= − 1

c2
∂2

∂t2
+∇2 (9.94)

这就是我们之前给出的达朗贝尔算符，此时式 (9.93) 可以改写为

□2Aµ = µ0J
µ (9.95)

至此，我们把初等的全部的电磁理论归结到了这样一个简单的方程，不得不说，这个

公式非常令人振奋！

到这里，电动力学 (I) 就告一段落了，为什么我称它是电动力学 I 呢？是因为
Griffiths 的书虽然语言非常通俗、亲切，强调物理图像，但毕竟内容太少，可能在某种
角度来看，这大概是电磁学 +电动力学与应用初步 +相对论电动力学导论哈哈哈，如
果我后面有时间且对其他一些内容感兴趣的话，或许会以专题形式在进行更新，但...
这也是后面的事啦！这篇复习总结的篇幅比我想象的多得多，有可能是我没有把握住

节奏，但是确实有很多东西想说哈哈哈，尤其是相对论部分，我感觉 Griffiths 偏向于
告诉你这应该是什么，从这个形式怎么推导回原来熟悉的形式，但是我可能更喜欢从

旧知识到新知识的推导嘿嘿，所以加了一些自己的想法，如果有错误也请告知！

电动力学在物理图像上是很优美的（这和统计物理有的一比哈哈），但是两者需要

在数学上下的功夫也不少（捂脸），嗯... 我的数学就不太好，所以我就有只喜欢公式
的推导但对做习题比较厌烦。不过曾经有一个老师告诉我，理论物理不做题等于没学！
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所以读者如果是物理系的学生，希望学好四大力学，打下理论物理的基础的话可能还

是要多做题，虽然到这个阶段，大多数题目和题目的解是 ugly 的以至于你可能花了很
久很久因为一些数学上的小失误导致无法得到一个正确的答案，但是还是不要做“美

好形式的奴隶”。
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